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Devoir a la maison

Exercice 1. Soient A et B deux matrices de M,(R), on pose
©(A, B) = tr(AB).
1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
2. Si A= ((aij))lgingn et B= ((bij))lgi,jgna montrer que :

tI‘(AB): Z aijbji.

1<i,5<n

3. Supposons a présent, A symétrique et B antisymétrique. Montrer alors :
o SD(A> A) 2 07
- (P(B ’ B ) < 07
- (A, B) =0.
Montrer de plus que les deux inégalités sont strictes si A # 0 et B # 0.
4. La forme ¢ est-elle un produit scalaire ?

5. Sin > 2, trouver une matrice C' non nulle telle que ¢(C,C) = 0.

Exercice 2. Soit f: F — F un morphisme entre espaces de dimensions finies.
1. Montrer que im(*f) = ker(f)° et que ker(*f) = im(f)°.
2. En déduire que f est injective si et seulement si ’f est surjective et que f est

surjective si et seulement si ¢ f est injective.

Exercice 3. Soient f: ' — F un morphisme et V un sous-espace de E. Montrer que

fFvye=(HHve).

Exercice 4. Soient E un espace vectoriel et f et g deux formes linéaires sur . Montrer
que fg =0 si et seulement si f =0 ou g = 0.

Exercice 5. Soit z > 0, on note E, I'ensemble des fonctions f € C1([0,z], R) telles que
f(0) =0 et on pose @.(f,9) = [§ f'(t) g'(t) dt.
1. Montrer que ¢, est un produit scalaire sur F,.

2. En déduire que que sup |f(z)] < (fol(f’(t))Zdt) V2
1

o<z

Exercice 6. Soit f une forme bilinéraire symétrique définie sur un espace vectoriel F
et soit ¢ la forme quadratique associée.



1

2

3

. Vérifier que, pour tous v et v dans F, on a

(qlu+v) —qlu—)) .

| =

(q(u+v) = q(u) —q(v)) =

N

fu,v) =
. Montrer que Y(z,y, z) € E3, on a
a(@+y) +aly+2) +a(z +2) = q(@) +qly) +a(z) +alz +y +2) .
. Vérifier que, pour tous u et v dans F, on a

2q(u) +2q(v) = q(u +v) + q(u —v) .

Exercice 7. Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur £ une application
N de E dans R™ telle que, pour tous z et y dans E et A dans R :

—

N(z)=0 = z=0
N(Oz) = [AIN(z)
N(z+y) < N(z) + N(y)

. Justifier brievement que, si ¢ est un produit scalaire sur E, alors Ny (z) = /¢(z, x)
définit une norme au sens ci-dessus sur E. On dit qu'une telle norme dérive d’un
produit scalaire.

. Pour cette question, on considére £ = R"™ et on définit deux fonctions N7 et Ny
par

Montrer que ce sont des normes.

. Montrer que ni N1 ni Ny, ne dérivent d’un produit scalaire. (On pourra utiliser la
derniére question de ’exercice précédent.)

. Soit N une norme telle que pour tous = et y dans E on ait
2N (x)? +2N(y)* = N(z +y)* + N(z - y)? (%)

On pose f(z,y) = (N(z +y)* = N(z —y)*) /4.
(a) Montrer que f est symétrique et que pour tout x, on a f(x,0) = 0.
(b) Montrer que f est bilinéaire.
(c) En déduire que f est un produit scalaire.

. En déduire qu’une norme dérive d’un produit scalaire si et seulement si elle vérifie
lidentité (x).



