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Dualité - formes linéaires

Exercice 1 Déterminer la forme linéaire f définie sur R3 telle que

f(1, 1, 1) = 0, f(2, 0, 1) = 1 et f(1, 2, 3) = 4.

Donner une base du noyau de ker(f).

Exercice 2 Soient f1, f2 les deux éléments de L(R2,R) définis par

f1(x, y) = x+ y et f2(x, y) = x− y.
1. Montrer que (f1, f2) forme une base de (R2)∗.

2. Exprimer les formes linéaires suivantes dans la base (f1, f2) :

g(x, y) = x, h(x, y) = 2x− 6y.

Exercice 3 Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, (e1, e2, e3) une base de E. Soient f ∗
1 ,

f ∗
2 et f ∗

3 les formes linéaires sur E définies par

f ∗
1 = 2e∗1 + e∗2 + e∗3, f

∗
2 = −e∗1 + 2e∗3, f

∗
3 = e∗1 + 3e∗2.

Montrer que (f ∗
1 , f

∗
2 , f

∗
3 ) est une base de E∗ et déterminer la base (f1, f2, f3) de E dont elle est

la base duale.

Exercice 4 Soit E = Rn[X], et x0, . . . , xn des nombres réels distincts. On pose, pour tout

P ∈ E, φ(P ) =
∫ 1

−1
P (t)

1+cos2(t)
dt. Montrer qu’il existe λ0, . . . , λn ∈ R tels que, pour tout P ∈ E,

φ(P ) = λ0P (x0) + · · ·+ λnP (xn).

Exercice 5 Soit φ une forme linéaire surMn(R) vérifiant φ(AB) = φ(BA) pour toutes matrices
A,B ∈Mn(R). Montrer qu’il existe λ ∈ R tel que φ(M) = λTr(M).

Exercice 6 Soit E un espace vectoriel de dimension q et (fi)16i6p une famille de p formes
linéaires. On rappelle que pour f ∈ L(E,K) : f est une combinaison linéaire des (fi)16i6p si et
seulement si

p⋂
i=1

ker(fi) ⊂ ker(f).

1. On note F =
⋂p

i=1 ker(fi). Montrer que F est de dimension supérieure ou égale à q − p,
avec égalité si et seulement si les formes linéaires sont indépendantes.

2. En déduire la dimension de F , l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n dont la
somme de chaque ligne est nulle.

3. En appliquant le résultat de la première question à F et aux formes linéaires gj(M) =∑n
i=1mi,j, pour j = 1, . . . , n−1, en déduire la dimension de l’espace vectoriel des matrices

carrées de taille n dont la somme de chaque ligne et la somme de chaque colonne est nulle.
Pourquoi ne considère-t-on pas (gj) pour j = 1, . . . , n ?

Exercice 7

1. Soit ϕ une forme linéaire sur Mn(K). Montrer qu’il existe une matrice A ∈ Mn(K) tel
que, pour tout M de Mn(K). ϕ(M) = Tr(AM).

2. En déduire que tout hyperplan de Mn(K) contient une matrice inversible.
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