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Les anneaux dans les exercices suivants sont tous supposés unitaires et com-
mutatifs.

Exercice 1. Les questions sont indépendantes.

1. Démontrer que tout anneau integre fini est un corps. Donner un exem-
ple d’anneau integre qui ne soit pas un corps.

2. Démontrer que tout morphisme d’un corps dans un anneau non-trivial
est injectif.

3. Trouver tous les idéaux de I'anneau suivant : (Z/810Z, +, x ). Préciser
ceux qui sont maximaux.

4. Trouver les éléments nilpotents de (Z/810Z,+, x).
5. Trouver les idéaux maximaux de (Q[z]/(f),+, %), ou (f) est I'idéal
principal engendré par un polynome f.
Exercice 2. Soit [ un idéal d'un anneau A. On note par (a) = a - A 'idéal
principal engendré par a. Montrer que :
1. I = A si et seulement si I contient une unité;
2. (a) = A ssi a est inversible ;

3. Un anneau A est un corps ssi (0) est le seul idéal propre de A.

Exercice 3 (Sommes et produits d’idéaux).

1. Soient I, J deux idéaux d’'un anneau A. Montrer que
IndJ, I+J={z+y|lzel,yeJ}

sont des idéaux de A.
2. Montrer que I + J est le plus petit idéal de A contenant I et J.
3. Soit n,m € Z, I = (n) =nZ, J = (m) =mZ. Trouver INJ et [ + J.
4. Montrer que

I-J=A{xy1+xoya+...x5yn | nEN, 2 €1, yp € Jpour 1 <k <n}

est un idéal. Il s’appelle produit des idéaux I et J.



5. On considere les idéaux [ = (x1,...x,) = Axy + -+ + Az, et J =
(Y1, Ym) = Ayy + -+ + Ayy,. Décrire les idéaux I + J, I-J, I? en
fonction de xy, ;.

6. Soient A un anneau et [ et J les idéaux de A. Montrer que [-J C INJ
et ([+J)-(INnJ)cI-J
7. On dit que deux idéaux [ et J de A sont étrangerssi [+J = A. Montrer
que I NJ=I-J si I, J sont étrangers.
8. On suppose que : [ + J = A. Démontrer que I™ + J™ = A quels que
soient entiers positifs non-nuls n et m.
Exercice 4. Soit f un morphisme de 'anneau A vers 'anneau B.

1. Montrer que l'image réciproque d’un idéal premier est aussi un idéal
premier. Cette proposition est-elle vraie pour idéaux maximaux ?

2. Montrer par un exemple, que 'image f(I) d’un idéal I de A n’est pas
forcément un idéal de B. Démontrer cependant que si f est surjectif,
alors f(I) est un idéal pour tout idéal I de A.

3. Toujours sous I'hypothese que f est surjective, montrer que l'image
d’un idéal maximal par f est soit B tout entier, soit un idéal maximal

de B.

4. Considérons la reduction de polynémes sur Z modulo m : r,, : Z[z] —
Zy|7] et deux idéaux premiers principaux (z) et (22 + 1). Les idéaux
r6((x)) et ro((2* + 1)) sont-ils premiers ?

Exercice 5. Soit v/d non rationnel. Dans I’anneau
ZIVd) = {n+mVd|n,m e Z}
on definit la conjugaison z :

si z =n+mvVd, alors Z=n — mvVd.

On peut aussi définir la norme
Ny : Z]Vd) — 7 par Ny(z) = 22 = (n 4+ m\d)(n — mv/d).
1. Montrer que les apllications z et N(z) sont multiplicatives i.e

2129 =21 2_2, Nd(21 . 22) = Nd(Zl) . Nd(Zg).

2. Montrer que z € Z[V/d] est inversible ssi Ny(z) = 1. Déterminer les
éléments inversibles de Z[v/—5].

3. Montrer que si Ny(z) = =£p, ol p est un premier, alors z est irréductible
dans Z[\/E] Donner quelques exemples d’éléments irreductibles dans
Z[\/d] pour d = —1, 2, —6, p, oll p un premier.
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. On note A = Z[/—5]. Montrer que 3 et 2 + /—5 sont irréductibles
dans A.

5. Trouver tous les irréductibles de A de norme 9.

. Trouver tous les diviseurs de 9 et de 3(2 + v/—5) dans anncau A a
association pres.

. Trouver un pgcd (3,2 + v/—5), et montrer que 3 et 2 4+ +/—5 n’ont pas
de ppcm dans 'anneau A.

. Montrer que l'idéal I = (3,2 4+ /—5) C A n’est pas principal. Donc
I’anneau A n’est pas principal. Est-il factoriel ?

. Montrer que 9 et 3(2 + /—5) n’ont pas de pged dans A. Possedent-ils
un ppem ?



