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Exercice 1. On considere les systemes de congruences suivants.

52 =3 mod 6 r=3 mod 6 z =15 mod 42
(S)<3xz=3 mod7 (S1)¢x=1 mod?7 (SQ){ :1 mod 8
4r =4 mod 32 z=1 mod 8 v ©

1. Montrer que (S) est équivalent a (S1).
2. Montrer que (S7) est équivalent & (.S2).

3. En déduire I’ensemble des solutions de (S) dans Z.

Exercice 2. On note Fy = Z/2Z et A = Fo[X]/(X? +1).
1. Ecrire la liste compléte des polynémes de degré 0 ou 1 dans Fy[X].
En déduire que A ={0,1,4,7+ 1} ou l'on a noté i 'image de X dans A.
Dresser les tables d’addition et de multiplication de A.
Dire si A est un anneau intégre et si ¢’est un corps.

Résoudre Iéquation 22 = 1 dans A.
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Résoudre I'équation 22 = 1 dans F3.
7. En déduire que A n’est pas isomorphe a F3.
Exercice 3. Soient F un ensemble ayant au moins 2 éléments, A un anneau non nul, et
F Pensemble des fonctions de F dans A.
1. Expliquer brievement pourquoi F est un anneau. Est-il integre ? Est-ce un corps?
2. Pour toute partie X de E, on note Ix ’ensemble des fonctions qui s’annulent
identiquement sur F, autrement dit
Ix={feFtelque f(x)=0 VreX}.
Montrer que Ix est un idéal de F.
3. Calculer Iy et If.
Désormais X et Y désignent deux parties de E.
. Monter que Ix NIy = Ixyy-
Monter que Ix C Iy < X DY.
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En déduire que Ix + Iy C Ixny.
Soit f € Ixny. On définit une fonction g par : g(z) = f(z)siz € X\Y et g(x) =0
sinon. Montrer que g € Iy et f —g € Ix.
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8. En déduire que Ix + Iy = Ixny-



