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Feuille 3 — morphismes, groupes engendrés, ordres

Exercice 1. Dans (Z, +), determiner les sous-groupes G; = (2), G2 = (3), G5 = (2, 3),
G4 = (2,4). Faire de méme dans Z/8Z.

Exercice 2. Dans (Z/12Z,+), calculer I'ordre de chaque élément et le sous-groupe qu’il
engendre.

Exercice 3. Dans (GL2(R),-), calculer l'ordre des matrices suivantes.
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Exercice 4. On se place dans GLy(R), le groupe multiplicatif des matrices 2 x 2 inver-
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sibles a coefficients réels, et on considére I’ensemble H = {((1)71’ ) ,DE Z}.

1. (a) Montrer que H est un sous-groupe abélien.

(b) Montrer qu’il est monogene.

R . (0 -1 (0 1
2. On considére les matrices A = (1 1 ) et B = (_1 0).

(a) Montrer que A et B appartiennent a SLy(R), calculer leur ordre et montrer
que H est contenu dans (4, B).

(b) Le groupe engendré par A et B est-il abélien ?
(c) Calculer l'intersection du groupe cyclique engendré par A et du groupe cy-
clique engendré par B.
Exercice 5. Soit G un groupe fini. Montrer que pour tous a et b du groupe G on a :
1. a et a—! ont méme ordre;
2. a et bab~! ont méme ordre;

3. ab et ba ont méme ordre.
Exercice 6. Déterminer les sous-groupes de Z.
Exercice 7. Trouver des contre-exemples prouvant que les affirmations suivantes sont

fausses :

1. Soit G’ un groupe. Si 'ordre de tout élément de G divise n, alors 'ordre de G divise
n.

2. Soit G un groupe fini. Si tout sous-groupe de G est cyclique, alors G est cyclique.



Exercice 8. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G ; on note HK = {ab |
a€ Hbe K}.

1. Montrer que H N K est un sous-groupe de G.

2. Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

3. Montrer que si HK est un sous-groupe de G alors HK = (H, K).

4. Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
Exercice 9 (Groupes divisibles et morphismes). Définition : On dit qu'un élément g

d’un groupe G est indéfiniment divisible si pour tout n € N*, il existe un élément h de
G tel que A" = g.

1. Quels sont les éléments indéfiniment divisibles de (Q,+)? de (Q%, x)?

2. Soit f : (Q,+) = (QF,x) un morphisme de groupes. Pour tout entier n > 0,
calculer f(n) puis f(1/n) en fonction de f(1).

3. Montrer que f est constant.

4. En déduire que (Q,+) et (Q7, x) ne sont pas isomorphes.



