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Dans toute la feuille, si E est un K-espace vectoriel (K = R ou C) et n un entier
> 2, on désigne par L, (F) 'espace des formes n-linéaires sur F, c’est-a-dire 'espace des
formes multilinéaires de E™ dans K.

1 Formes multilinéaires

Exercice 1. Soient F un R-espace vectoriel, n un entier > 2 et f € L, (F).
1. Montrer que f est alternée si, et seulement si, f est antisymétrique.
2. Montrer que si f est alternée, pour tout A € R et pour tout couple (i, j) d’éléments
de {1,...,n} aveci < j, on a

flxe, ..o zn) = f(z,.., s + Axy, .o, 2y, ., ).

Exercice 2. Soit F un K-espace vectoriel (K = R ou C). On note S2(E) (resp. A2(E))
lespace des formes bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques) de E. Montrer que :

Lo(E) = S2(E) & Az (E).

Exercice 3. Dans chacun des exemples suivants, montrer que ¢ est un produit scalaire
sur E.

n
L. E=R", n>2et p(x,y) = ziyi,
=1

2. E = M,(R),
3. E =R,[X],

2 et p(A, B) = tr(*AB),
2 et 9(P,Q) = [y P(H)Q(t)dt,

[o¢]
4. E=0(N) = {u=(un)n € R| X ud < +o0} et o(u,v) = > unvp.
n>=0 n=0
[Dans le 4., commencer par montrer que ¢ est bien définie.]

n =
n =z

Exercice 4. Soient A et B deux matrices de M, (R), on pose
v(A, B) = tr(AB).

1. La forme ¢ est-elle bilinéaire 7 symétrique ?
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2. Si A= ((aij))i<ij<n € B = ((bij))1<i,j<n, montrer que :

tr(AB): Z aijbji.

1<i,j<n

3. Supposons a présent, A symétrique et B antisymétrique. Montrer alors :
- QD(A’ A) 2 07
- ¢(B,B) <0,
- (A, B) =0.

4. La forme ¢ est-elle un produit scalaire ?

Exercice 5. On considere I'application suivante définie sur R3 x R3 :

> = (z,y,2) A (@', ¢, 2).

((z,y,2), (2", ¢, &) = (

1. Montrer qu’elle est bilinéaire alternée.

. —
2. Montrer que si €] et es sont deux vecteurs de R3, alors :

(ei Nez)-ei = 0,
(eiAes)-es = 0.

3. En déduire que, si e; et ex sont linéairement indépendants,

Vect(e1, e3) = Vect(e1 A e_ﬁ)J‘ = {? e R3? } (eiNes) - T = 0}

Application. Déterminer une équation du plan engendré par les vecteurs e; = (1,2, —3)
et e3 = (—2,0,1).

Exercice 6. On reprend le produit scalaire 3. de I'exercice 3 avec n = 2 :
1
YPQeRlX], 9(P.Q)= [ POIQWL.
0

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[X]. Faire de méme dans la base
B=(1,X,X*-X+1}).



