MATH 223 - Formes Quadratiques et Géométrie (UPMC 2005/06)

Jan Nekovar

0. Introduction
(0.0) Que fait-on dans ce cours ?

Dans le cours LM 125 (Espaces Vectoriels) on a considéré des objects linéaires (espaces vectoriels, applications
linéaires, formes linéaires). Par exemple, 3z —4y est une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension
deux muni de coordonnées z et y.

Dans le cours actuel on va étudier les formes quadratiques et des objets associés. Par exemple, ¢ =
222 — 8xy + 9y? est une forme quadratique. On va fréquemment aborder des questions de diagonalisation
de formes quadratiques; voici une transformation qui diagonalise la forme quadratique g :

222 — 8xy + 9y = 2(x — 2y)* + 9 = 22"* +¢/?, (' =x—2y,y =1y). (0.0.0)

Attention : il y a au moins 3 notions distinctes de diagonalisation :

(1) Diagonalisation d’applications linéaires (voir §1.6 ci-dessous).

(2) Diagonalisation “facile” de formes quadratiques, dont (0.0.0) est un cas particulier (voir §3.3 ci-dessous).
(3) Diagonalisation “difficile” de formes quadratiques (voir §5.1 ci-dessous).

(0.1) Ou1 peut-on rencontrer des formes quadratiques ?

(0.1.0) Géométrie euclidienne : la longeur euclidienne ||z| d’un vecteur x € R™ (& coordonnées
Z1,-..,%n) est donnée par le théoréme de Pythagore

lz|* = 2% + -+ + a2}, = (x| 2)

(ot 'on a noté (x| y) = x1y1 + - - - + Tpyn le produit scalaire euclidien usuel).

L’équation ||x||?> = 1 définit la sphere unité en R"; par exemple, lorsque n = 2, on obtient le cercle unité
22 + 23 =1 en R%

On peut considérer des équations analogues définies par des formes quadratiques plus générales, telles
que

22% — 8xy + 9y =1 (ellipse), 222 — 8xy — 9y?> =1 (hyperbole).
En R2, les équations

2 2 2 _ 2 2 2 _
i +z5 —23 =1, ] —x5—x3=1

définissent un hyperboloide & une nappe (resp., & deux nappes).

(0.1.1) Géométrie non-euclidienne (= pseudo-euclidienne) : dans la théorie de la relativité, on
remplace I'espace usuel R? par espace de Minkowski (“espace-temps”) RY3. Un élément z € RY3 a quatre
coordonnées xg, T1, L2, x3; ici, 1, T2, x3 sont les coordonnées usuelles dans R? et la coordonnée z est égale
a xg = ct, ou t est le temps et c est la vitesse de la lumieére. La longeur pseudo-euclidienne est définie par la
formule

1350 = @6 — 2¥ — 23 — 5.

L’équation

0= [lz3ssn = 2§ — aF — 23 — 3

définit le cone de lumiere, qui est balayé par les rayons de la lumiere.



1. Algebre Linéaire
Dans ce chapitre on rappele les résultats de I'algebre linéaire qui seront utilisés dans la suite.

Il y a deux versions de 'algebre linéaire :

Version abstraite, ou l'on travaille avec les espace vectoriels, les vecteurs et les applications linéaires
abstrait(e)s.

Version matricielle, qui est indispensable pour les calculs : dés qu’on choisit des bases (= des systemes
de coordonnées) de tous les espaces vectoriels en question (supposés d’étre de dimension finie), on écrit tous
les objects abstraits en termes matriciels.

Voici le début du dictionnaire entre les deux langages :

Objet abstrait Objet matriciel
espace vectoriel K"
Z1
vecteur x € E vecteur colonne
Ty
application linéaire o : & — F matrice A € M, ,(K)

1.1 Les définitions de base

(1.1.1) Corps des scalaires. On travaille avec les espaces vectoriels sur un corps des scalaires K.
En pratique, on utilise surtout K = R (le corps des nombres réels), K = C (le corps des nombres
complexes) ou K = F, (le corps fini ayant ¢ = p” éléments, oll p est un nombre premier; par exemple,
les éléments de F,, = Z/pZ sont les classes résiduelles (= classes des restes) modulo p.

(1.1.2) Espaces vectoriels. Un élément d'un K-espace vectoriel F (abréviation : K-ev) s’appelle un
vecteur. Deux vecteurs admettent une somme; un vecteur peut étre multiplié par un scalaire quelconque.
Les opérations

zyeEbE—z+yekE, zreE NeK—XxeFE

satisfont aux propriétés “usuelles” (pour tous z,y,z € E et \,u € K) :

r+y=y+z, T+{y+z)=@+y +z
Mpz) = Az, Mz+y)=dz+dy, (A p)z =+ pz,

—

lx =z, Oxza, z+ 0 ==x.

11 est commode d’écrire —x au lieu de (—1)z, et  — y au lieu de = + (—y).

Attention : il faut distinguer le scalaire nul 0 € K et le vecteur nul 0 € E, méme si ’on utilise souvent
le méme symbole.

(1.1.3) Exemples d’espaces vectoriels : (0) L’espace vectoriel nul 0 = {0} qui ne contient que le
vecteur nul.

(1) L’espace des vecteurs colonnes de dimension m > 1 :
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a1

a; € K

a'm,
(2) L’espace des matrices de type m x n a coefficients dans K (m = le nombre de lignes, n = le nombre de
colonnes) :
air - Qip

Mmyn(K) = a;; € K

Am1  *° OGmn
L’espace des matrices carrées (lorsque m = n) est noté M, (K) = M, ,,(K).

(1.1.4) Sous-espaces vectoriels. Soit £ un K-ev. Un (K-)sous-espace vectoriel (abréviation : sev)
de F est un sous-ensemble non vide F' C E tel que

Ve,y € F r+yeklF
Ve KVxeF A € F

(rappelons que le symbole “V” signifie “pour tout”). Ceci entraine que F' est un K-ev ayant le vecteur nul

0 en commun avec F.

(1.1.5) Sous-espace vectoriel engendré. Soit S un sous-ensemble d'un K-ev E. Il existe le plus petit
sous-espace vectoriel de E contenant S; on l'appelle le sous-espace (vectoriel) engendré par S et
Pon le note vect(S). Les éléments de vect(S) sont les combinaisons linéaires des éléments de S, & savoir
les sommes finies

ZASS (As € K).

seS

En particulier, si 'ensemble S = {z1,...,2,} est fini, alors on a
vect(x1, ..., xn) = {Mx1+ -+ Apxn | A € K}

(1.1.6) Espaces vectoriels de dimension finie. Un K-ev E est dit de dimension finie s’il existe un
ensemble fini de vecteurs S = {x1,...,2,} qui engendre F ( <= tel que vect(S) = FE). Si c’est le cas, la
cardinalité (= le nombre d’éléments) minimum d’un tel ensemble S s’appelle la dimension de E; on la
note dim(E).

(1.1.7) (In)dépendance linéaire. On dit qu'une famille (finie) de vecteurs z1,...,z, d'un K-ev E est
linéairement dépendante (ou liée) s'il existe une relation linéaire

M1+ 4 Anzp = 0 (i € K) (1.1.7.1)

non-triviale ( <= les scalaires \; ne sont pas tous nuls).

Si, par contre, toute relation linéaire (1.1.7.1) entraine A\; = --- = A, = 0, on dit que les vecteurs x1,...,x,
sont linéairement indépendants.

(1.1.8) Bases (le cas de dimension finie). Un ensemble fini (ordonné) de vecteurs B = {ej,...,e,}
d’un K-ev E est une base de E si les vecteurs de B sont linéairement indépendants et si vect(8) = E. Dans
ce cas, tout vecteur x € E s’écrit d’'une maniere unique

T = MNep+ -+ A\en ()\ng)

On appelle les scalaires Ay, ..., A, les coordonnées de = dans la base B.
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Selon un résultat fondamental, tout K-ev de dimension finie admet une base, et la cardinalité de chaque
base est égale & dim(FE).
Un choix de base B donne lieu a une identification
Mp: E -~ K" (n = dim(E)),
qui dépend de B : on associe a chaque vecteur
r=Me1+---+ e, €F

le vecteur colonne

A1

Mp(z)=] : | e K"
An

des coordonnées de x dans la base B. On dit que le vecteur colonne Mg(x) représent = dans la base B.
Plus généralement, on associe a chaque famille finie de vecteurs z1,...,x, € E la matrice

Mp(z1, ... 2p) = (Mp(21) | --- | Mp(2p)) € Mp,p(K)

dont les colonnes représentent les vecteurs x1, ..., x, dans la base B.

Exemple : La base canonique de K™ contient les vecteurs colonnes

1 0 0
0 1 0
€1 = . ) €2 = . 3 te €n =
0 0 1
Dans ce cas, on a
A1

Ater 44 Apep =
An

(1.1.9) Le cas de dimension infinie. On peut aussi définir la notion de base (algébrique) pour les K-ev
de dimension infinie. Cependant, dans les espaces qu’on rencontre le plus fréquemment (tels que les espaces
des fonctions continues ou intégrables f : [a,b] — R), il est utile de considérer aussi des combinaisons
linéaires infinies Y -, \;fi, & condition qu’elles existent. Ceci conduit & des notions diverses de bases
analytiques, qui apparaissent, par exemple, en analyse de Fourier ou dans la théorie des ondelettes.

1.2 Application linéaires et leurs représentations matricielles

(1.2.1) Applications linéaires. Une application f : E — E’ entre deux K-ev est dite linéaire lorsqu’elle
conserve les opérations :

Ve,ye B flz+y) = f(2) + f(y)
YAe KVx e E f(z) =X f(x)

(ce qui entraine f(0) = 0). Notation : on note .Z(E, E’) 'ensemble de toutes les applications linéaires de
E vers E'. Z(FE,E") est un K-ev, dont les opérations sont données par les formules
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(f+9)(@) = flx) +g(x),  (A)(x) =A(f(2)) (f.g€ Z(E,E'), x € E, A € K).

D’ici jusqu’a fin de §1.2 on ne considere que des K-ev de dimension finie.

(1.2.2) Exemples d’applications linéaires : (0) L’application nulle f =0 (Vx € E  f(z) = 6)
(1) L’application identité f = Idg, lorsque E = E’' (Vzx € E  f(z) = x).
(2) On suppose que f : K* — K? est une application linéaire telle que

Fen) = K E >=(f), e = 1 z >=(41>, e = I ; >:(Z>.

Par définition, on a

T 1 0 0 1 0 0
f( Yy ):f(x O|l+y|l1]+2]0 )zxf( 0 )+yf( 1 )—|—zf( 0 )z

z 0 0 1 0 0 1

T

(2) <—1> (3) <2x—y+3z> (2 -1 3)
=x +y +z = = Y
1 4 5 r + 4y + 5z 1 4 5
z

Autrement dit, Papplication f est donnée par produit matriciel (& gauche) par la matrice
2 -1 3
L4 os)7 (fler) | fle2) | fles)) € Ma3(K),

dont les colonnes sont égales aux valeurs de f en les vecteurs eg, es, e3 de la base canonique de K3.
(3) En général, une application linéaire f : E — FE’ est déterminée par les valeurs f(ey),..., f(e,), ol
{e1,...,en} est une base quelconque de F, puisqu’on a

f(/\lel ++)\nen) = )‘lf(el)++)\nf(en)
(1.2.3) Produit matriciel. Rappelons que le produit matriciel

Mrn,n(K) X M7L7p(K) — Mm,p(K)
A= (aij)a B= (bkl> — AB=C= (Cil>

est défini par la formule

n

Ci1 = Z ai; bj; = le produit scalaire de la i—ieme ligne de A et la [—ieme colonne de B.
j=1

Attention : le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de A et le nombre de lignes de B
coincident.

Un cas particulier : Lorsque p=1, on a M, ;1 = K" et M,,; = K™, d’ot le produit
Mpyn(K) x K" — K™, Az — Az (1.2.3.1)
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On peut reconstituer chaque matrice A € M, ,(K) & partir des produits Ae; (ol eq,...,e, est la base
canonique de K™ (cf. 1.1.8)), car on a

at;
Ae;=| : | = thei—th column of A. (1.2.3.2)
Qpj
Autrement dit, on peut écrire
A= (Aey | - | Aey). (1.2.3.3)

(1.2.4) Matrices = applications linéaires. L’exemple 1.2.2(2) est un cas particulier de ’énoncé suivant :

LK™, K™) = My, n(K) (1.2.4.1)

(attention : l'ordre de m et n est renversé).

En effet, une application linéaire quelconque f : K™ — K™ vérifie

1 o
F(| 2 |) = faen+ - +anen) =21 fler) + -+ an flen) = (fler) |-+ | flen)) | |,
Tn Tn
ou 'on a noté

(fler) |-+ | f(en)) € My n(K) (1.2.4.2)

la matrice dont les colonnes sont égales a f(e;) € K™.

Réciproquement, la multiplication & gauche par une matrice A € M,, ,(K) définit, d’apres (1.2.3.1), une
application linéaire

K™ K™
foK"— (1.2.4.3)
X — AX
telle que 'on a
A= (Aey |- | Aen) = (fler) | --- | flen)) (1.2.4.4)
(d’apres (1.2.3.3)). On note cette application
K" 2 k™, (1.2.4.5)

(1.2.5) Représentation matricielle des applications linéaires. Soit f : £ — E’ une application
linéaire (entre deux K-ev de dimension finie). Etant donné des bases respectives B = {e1,...,e,} et B’ =
{el,... ey} de Eet E' (ot n = dim(E) et p = dim(E")), les identifications

~

Mg:E = K™, Mg : E' = KP

que l'on a définies en 1.1.8 nous permettent de transporter f a une application linéaire de K™ vers K?, qui
s’écrit forcément sous la forme (1.2.4.5), ou A € M,, ,(K):

Mg: E — K"

b b

~

Mg : E — KP?



On dit que la matrice

MB,B’(f) =Ae X(Kanp) = Mn,p(K)

représent f dans les bases B et B'.

Formulaire: (1) Lorsqu'on note X = Mg(z) € K™ et Y = Mp/(y) € KP les vecteurs colonnes qui
représentent des vecteurs x € E et y € E’ dans les bases respectives B et B, on a

y=f(zr) < Y =AX.
(2) En particulier, lorsque x = ¢; € B est un élément de la base B et y = f(e;), alors

0

X=11 (avec 1 en la i—ieme ligne);

0

c’est aussi ’élément e; de la base canonique de K™, donc on a
Y = Mp (y) = M (f(e;)) = Ae; = la i—iéme colonne de A,
d’apres (1.2.3.2). En utilisant (1.2.3.3), on obtient la formule

A= (Aey || Aen) = (Mg (f(er)), ..., Mp(f(en))) = Mp (f(B))-

Autrement dit, les colonnes de A sont les coordonnées (dans la base B’) des images des vecteurs de la base
B par l'application f.
(3) Lorsque E =E', B=B'et f =1dg, alors la matrice

01 -0
A:In: . . . . eMn(K)

est égale a la matrice identité.

(1.2.6) Produit matriciel = application composée. Soient F,E’  E” des K-ev de dimensions respec-
tives n, p, q. Etant donné des applications linéaires f : E — E’ et g: B/ — E”, onnote go f : E — E"
leur composée

f
gof:E—E - E" (90 f(z) = g(f(2)))
(le symbole g o f signifie “g suit f).
Etant donné des bases respectives B, B, B” de E, E', E", on obtient les identifications

~ ~

Mg:E = K™, My : B = KP, Mpr : B = K9,
qui transforment f et g en des applications “multiplication & gauche par A et B”, respectivement
K" A gp KP B, ga
X — AX, Y — BY,

dont la composée est donnée par la multiplication & gauche par la matrice BA :
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Kn A, gr By ka

X — AX +— BAX

Autrement dit, la composée g o f des applications g et f correspond au produit matriciel

My p(K) x My n(K) — My, (K), B, A — BA.

En particulier,

f est inversible <= A est inversible;
si c’est le cas, alors
g=f"1 < B=A"1
(1.2.7) Noyau, Image, Rang. Soit f: E — E’ une application linéaire. Le noyau de f est le sev de E
Ker(f)={z € E| f(x) =0} C E.
L’image de f est le sev de E’

Im(f) = f(E) ={f(x) |z € E} C E".

Le rang de f est 'entier

rg(f) = dim(Im(f)).

Exemple : si f: K2 — K? est définie par la formule

f(<x>) = f(wer +yeq) = <x> = wey,
Y 0

alors le noyau (resp., I'image) de f est égal(e) & la droite verticale (resp., horizontale) Ker(f) = vect(ez)
(resp., Im(f) = vect(e1)); Aot rg(f) = 1.
La formule du rang : pour toute application linéaire f : E — E’, on a

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f). (1.2.7.1)

Formulation matricielle : une application linéaire f : K™ — KP? s’écrit f(X) = AX (A € M, (K)), ce
qui entraine que le noyau

Ker(f)={X € K" | AX =0} Cc K"
est I’ensemble des solutions du systéme des équations linéaires AX = 0. D’autre part,
T
f( ) = flzier + -+ 4 ape,) = 21 Aey + -+ + x, Aeyy;

Ln

comme Ae; coincide avec la i-ieme colonne de A, on a

Im(f) ={AX | X € K"} = vect(les colonnes de A) C KP.

En particulier, rg(f) est égal au rang de la matrice A, qui est défini comme
rg(A) = dim(I'espace vectoriel engendré par les colonnes de A)
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(voir 1.4 ci-dessous pour le calcul du rang de A). La formule (1.2.7.1) s’écrit

La formule du rang pour des matrices : Si A € M, ,(K), alors on a

n=dim({X € K" | AX = 0}) + rg(A). (1.2.7.2)

Par exemple, si A € M,,(K) est une matrice carrée, alors on a :

les colonnes de A forment une base de K" <= rg(4) =n <= det(A) # 0, (1.2.7.3)

ce qui nous permet de vérifier si n vecteurs donnés de K" forment une base.

(1.2.8) Applications linéaires surjectives, injectives, bijectives. On dit qu'une application linéaire

f:E— F est

(a) surjective lorsque f(F) = F’;

(b) injective lorsque f(x) # f(y) six #y (z,y € E), ce qui équivaut (exercice!) a Ker(f) ={0};

(c) bijective (ou un isomorphisme) lorsque f est & la fois surjective and injective, ce qui équivaut a
lexistence de I'application inverse g = f~1 : B/ — E vérifiant g(f(z)) = z et f(g(y)) = y, pour
tous x € FE et y € E' (lapplication g est encore linéaire). Si c’est le cas, alors les espaces E et E’
se comportent de la méme fagon; par exemple, f envoie un ensemble de vecteurs de E linéairement
indépendants vers un ensemble de vecteurs de E’ linéairement indépendants, d’ott dim(F) = dim f(F),
pour tout sev F' C E;

(d) un endomorphisme de FE lorsque E = E’. Dans ce cas (plus généralement, lorsqu’on a dim(FE) =
dim(E")), la formule du rang (1.2.7.1) entraine que les conditions (a) <= (b) <= (c) ci-dessus sont
équivalentes.

Exemples : (1) L’application Mg : E —— K™ définie en 1.1.8 est un isomorphisme.
(2) L’application Mg p : Z(E,E') — Z(K", K?) = M, ,(K) définie en 1.2.5 est un isomorphisme, donc
dim(Z(E, E")) = dim(M, ,,(K)) = np = dim(E) dim(E").

Formulation matricielle : Une application linéaire f : K™ — KP? g%crit f(X) = AX (A € M, ,(K));
dans ce cas on a

f est surjective <= rg(A) = p;

f est injective <= X =0 € K™ est I'unique solution du systéme linéaire AX = 0.

f is bijective <= n=p=1g(A) < n=petdet(4) #0 <= n = p et A est inversible (voir
(1.2.7.2) et la remarque (d) ci-dessus).

1.3 Changement de base

Dans le paragraphe §1.3 on ne considere que des K-ev de dimension finie.

(1.3.1) Changement de base : représentation des vecteurs. Soit F un K-ev de dimension n = dim(F)
muni de deux bases By (= “ancienne base”) et By (= “nouvelle base”). On appelle la matrice

P = Mp, (B2) € M,(K)

(dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base By dans Pancienne base B;) la
matrice de passage de B; a B;. Si l'on utilise la notation que 'on a introduite en 1.2.5, le diagramme

Mp,: E -~ K"
lIdE lp (1.3.1.1)
Mg, : E 5 K"

montre que 'on a



P = Mg, 5, (1dg).

Lorsqu’on échange les roles de By et By, on déduit de 1.2.6 que la matrice P est inversible et que son inverse
est égal & P~! = Mp, 5,(Idg) (= la matrice de passage de B2 & B;). Réciproquement, lorsqu’on fixe By,
chaque matrice inversible P € M,,(K) est obtenue comme la matrice de passage de B; & By, pour une base
unique Bs.

Formulaire: (1) Siz € E, on note X; = Mg, (z) € K" et Xy = Mp,(x) € K" les vecteurs colonnes qui
représentent = dans les bases respectives By et Bs. Le diagramme (1.3.1.1) montre que 'on a

X, =PX,,  X,=P'X;. (1.3.1.2)

(1.3.2) Exemples : (1) Lorsque E = K" et By = {e1,...,e,} est la base canonique de K™, alors les
colonnes de P et les éléments de By coincident.

(2) Par exemple, si E = R? et
1 0 3 1
Bl = ) ) BQ = ’ ’
0 1 2 4
3 1
P = .
2 4

Pour vérifier que les vecteurs de By forment une base de R?, il suffit de noter que le déterminant

alors on a

31
#0
2 4
ne s’annule pas (cf. (1.2.7.3)).
(3) Soient E = R? et
2 1 2 3
Bl = ) ) 82 - ’
3 2 -1 2
Comme
2 1 2 3
£0# ,
3 2 -1 2

on a bien deux bases de R?%. Pour déterminer la matrice de passage P = Mg, g, (Idg) de By & Ba, on
1 0
considere aussi la base canonique B = ( ) , ( ) . D’apres (1), on sait que la matrice de passage P; (resp.,

0 1
Py) de B a By (resp., a Bs), est égale a

2 1 2 3
P = ., Py= .
3 2 1 2

Le comparaison des deux diagrammes
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Mg,: E = Kn»

lmE lp Mg,: E = K©
Mp, : E = K" lIdE J,PZ
lIdE lPl Mz: E = K"

Mg: E = K»

montre (en utilisant 1.2.6) que l'on a

PP = P,,

2 1\ "/2 3 2 -1 2 3 5 4
P=pP'P= = = .
3 2 -1 2 -3 2 -1 2 -8 =5
Pour vérifier le résultat, on calcule
2 1 2 2 1 3
5 -8 = , 4 -5 = .
3 2 -1 3 2 2

Voici une autre méthode qui nous permet de déduire la relation PiP = P, : si 'on représent un vecteur
x € R? dans les bases respectives B, By, B,, on obtient trois vecteurs colonnes X, X1, Xo € R? tels que

d’ou

X =P Xy, X = P Xo, X1 =PX,

d’aprés (1.3.1.2) (bien siir, X = x, car B est la base canonique). On en déduit
PPXy =P X =PXy — PP=PF.

(1.3.3) Changement de base : représentation des applications linéaires. Soit f: F — E’ une
application linéaire; on note n = dim(E) et p = dim(E’). On suppose F (resp., E') muni de deux bases
B1, Ba (resp., B, B;). On considére les matrices suivantes :

La matrice de passage P = Mg, (B2) € M, (K) de By a Bs.

La matrice de passage P’ = Mp; (B3) € M,(K) de By a Bj.

La matrice Ay = Mp; (f(B1)) € My n(K) qui représent f dans les bases By et Bj.

La matrice A = Mp; (f(Bz2)) € Mp,,(K) qui représent f dans les bases By et Bj.

Le comparaison des deux diagrammes

Mg,: E = Ko

e s

Mg, : E = K© Mp,: FE = K~
lf lAl J,f lAz
MB; . F = K ]\45/2 . B = K

TIdE/ TP’

~

Mg, : E' — KP

montre (en utilisant 1.2.6) que l'on a
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Ay = (P)7TAP. (1.3.3.1)

Un cas particulier : lorsque £ = E’, B; = B} et By = B}, alorson an =p, P = P et Ay, Ay € M, (K),
donc la formule (1.3.3.1) s’écrive

Ay =P 1A P. (1.3.3.2)

1.4 Détermination du rang : opérations élémentaires

Soit A € M, , une matrice de type m x n; on note L1,..., Ly, (resp., Ci,...,C,) les lignes (resp., les
colonnes) de A. On peut agir sur A par les opérations suivantes.

(1.4.1) Opérations élémentaires sur les lignes :

) Echanger deux lignes : L; «+— L;.
e Remplacer L; par L; + AL; (A € K).
e Multiplier L; par un scalaire non nul A € K, A # 0.

(1.4.2) Opérations élémentaires sur les colonnes :

° Echanger deux colonnes : C; «— Cj.
e Remplacer C; par C; + AC; (A € K).
e Multiplier C; par un scalaire non nul A € K, X # 0.

(1.4.3) Propriétés de base : (0) Les opérations élémentaires sont inversibles; I'inverse d’une opération
élémentaire sur les lignes (resp., sur les colonnes) est une opération élémentaire sur les lignes (resp., sur les
colonnes).

(1) Les opérations élémentaires conservent le rang (voir 1.4.6 ci-dessous).

(2) En utilisant une succession d’opérations élémentaires, on peut transformer une matrice quelconque
A € M, , & une matrice A" de la forme

dy % - %k oo %
0 dy -+ % % - %
* *
A=]10 0 d, * * (r >0;dy,...,d. #£0)
0 0 0 0 0
O 0 --- 0 0 --- 0

(ot tous les éléments en-dessous de la diagonale et en-dessous de la r-ieme ligne sont nuls).
(3) Plus précisement, une autre suite d’opérations élémentaires transforme A’ & la matrice suivante

I, 0
A/l _
0 0

rg(A) = rg(A') = rg(4") = 1.

(4) Les propriétés (1)—(3) entrainent

(1.4.4) Exemple (K = R): le calcul
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3 2 -1 2 1 -2 5 6 1 -2 5 6

A= 1 =2 5 6 [L1+— L] 3 2 1 2 [La:=L2—3Lq] 0 8 ~16 —16 [Lo:=L2/8|
5 1 3 8 5 1 3 8 5 1 3 8
1 -2 5 6 1 -2 5 6
LamleS 1 g 1 - —g [ eZleShil iy g g g | LeiZherille]
5 1 3 8 0 11 -2 —22
1 -2 5 6

[L3Z:L3711L2] 0 1 72 72 _ A,

0o 0 0 O

montre que 'on a rg(A4) = rg(A’) = 2. On peut continuer, cette fois-ci en utilisant des opérations sur les
colonnes :

1 -2 5 6 10 5 6 10 0 6
0 1 —9 _g|lCx=Cat2ci |\ o g | [Ca=Ca=5Cu | 5 o | [Ca=Ciz6Ci]
0 0 0 0 00 0 0 00 0 0
Lo 0 0 100 0 1000
Gt 1 g 1 g g | IBEGE2G g g g g [ [BEAR2EL gy g o | =4
00 0 0 000 0 000 0

(1.4.5) Formulation matricielle . (1) Les opérations élémentaires sur les lignes (exemple : le cas d'une
matrice & deux lignes) :

Ly + 3L, 1 3 Ly ALy A0 Ly L, 0 1 Ly
L, ) \o 1)\L) L) \o 1)\5,)’ L) \1 0/ \/)
(2) Les opérations élémentaires sur les colones (exemple : le cas d’une matrice & trois colonnes) :

1 0 2
(Cl‘CQ|03+201):(01|02|C3) 0 1 0

0 0 1
1 0 0 0 1 0
(CLIACy [ C3)=(Ci|CoC) 0 A 0], (GlCi|Cs+20)=(Ci|CalCs) |1 0 0
0 0 1 0 0 1

(3) Les deux exemples précédents se généralisent facilement au cas général. On en déduit qu’une succession
d’opérations élémentaires transforme une matrice A € M, ,(K) & une matrice

gAh,

ou g € M,,(K) (resp., h € M,(K)) est une matrice inversible qui représent une suite d’opérations élé-
mentaires sur les lignes (resp., sur les colonnes).
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(1.4.6) Proposition. Les opérations élémentaires conservent le rang.
Démonstration. En utilisant la notation de 1.4.5(3), il faut montrer que les deux rangs

rg(A) = dim(vect(les colonnes de A))
rg(gAh) = dim(vect(les colonnes de gAh))

coincident. Les opérations élémentaires sur les colonnes ne changent pas 'espace (vect(les colonnes de A)),
donc rg(gAh) = rg(gA). D’autre part, la multiplication & gauche par g définit une application linéaire

g : vect(les colonnes de A) — vect(les colonnes de gA)

qui est bijective (son inverse est donné par la multiplication & gauche par g~!); il en résulte que les deux
espaces ont la méme dimension, c¢’est-a-dire que rg(A4) = rg(gA).

(1.4.7) La matrice transposée. Rapellons que la transposée d’une matrice A € M,, ,,(K) est la matrice
‘A € M, (K) de coefficients

(‘A)i = Aji.

Autrement dit, les lignes (resp., les colonnes) de A correspondent aux colonnes (resp., aux lignes) de 'A. Par
exemple,

1 4
1 2 3
A:( ) ‘A=12 5
4 5 6
3 6

Attention : la transposée renverse 'ordre du produit :

(AB) = 'BA.

(1.4.8) Proposition. Pour toute matrice A € M,, ,(K), on a rg(A) = rg(*A). Autrement dit, les dimen-
sions des deux espaces suivants coincident :

vect(les colonnes de A) ¢ K™
vect(les colonnes de 'A) = {(vect(les lignes de A)) C K".

Démonstration. 11 existe une suite d’opérations élémentaires qui transforme A a

I, 0
B=gAh= € My n(K).
0 0

Lorsqu’on fait agir la transposée, on obtient une suite d’opérations élémentaires qui transforme A &

I, 0
B ="hiAlg= € My (K).
0 0

Il est clair que I'on a rg(B) = rg(*B) = r. D’autre part, 1.4.6 entraine rg(A4) = rg(B) et rg(*A) = rg(‘B),
d'on rg(A4) = r = rg(*A).

(1.4.9) Détermination de I’inverse. Si le rang d’une matrice carrée A € M,,(K) est égal a rg(A) =n (=
le rang maximum), alors on peut transformer A & la matrice A” = I,, en n’utilisant qu’une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes. En exprimant cette suite d’opérations en termes de la multiplication a gauche
par une matrice (inversible) B € M,,(K), I’équalité BA = I,, entraine B = A~1. 1l en résulte que la méme
suite d’opérations élémentaires transforme la matrice identité I,, & la matrice BI,, = B = A~'. En pratique,
on met les matrice A et I, coté a coté et 'on fait agir les opérations a la fois sur les lignes des deux matrices.
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Exemple : Déterminer l'inverse de la matrice
4 2 3
A=|6 5 4
3 21

3 2 110 0
211 0 -1

3 2 1]0 0 1
1

42 3110 0 10210 -1
6 5 40 1 o L=l g 5 a1 o | L2Ehe2
1
0 1

ALomlsm8hd L g 1 9 | g 1 —p | eEhe2ll f g 0 o
02 5|-30 4 00 -9

1021 0 -1 10 013

Wo=—boll g 1 9| g 1 o |HERRelfg g o
00 1]1/3 2/9 —8/9 00 1]1/3

1 0 0]1/3 —4/9 7/9
[LQ::LQ—QLS]

00 1]1/3 2/9 -8/9

Autrement dit, on a

1/3 —-4/9 7/9 3 -4
At =1-2/3 5/9 -2/9|= % -6 5
1/3  2/9 -8/9 3 2
Pour vérifier le résultat, on calcule
4 2 3 3 -4 7 9 0 0
6 5 4 -6 5 -2|=10 9 0] =091.
3 21 3 2 -8 0 0 9

o w o

0 2 1

01 0[=2/3 5/9 -2/9

0 2|1 0 -1
1 20 1 -2
2 110 0 1

[L3117L3/9]
_—

8
7/9

_2 [L222L272L3]

—8/9

Attention : Si le calcul échoue, c’est-a-dire si on obtient une colonne nulle, on conclu que rg(A) < n, donc

la matrice A n’est pas iversible.

Petits dimensions : Lorsque n = 2 on peut écrire directement

a b\ ' 1 d b
c d ~ad—be - a

(a condition que ad — be # 0, ce qui entraine que la matrice est inversible).

1.5 Déterminants

(1.4.9.1)

(1.5.1) Rappelons que le déterminant d’une matrice carrée A € M, (K) est le scalaire det(A) = |A| € K

défini par récurrence de la facon suivante :
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(1)
(2)

3)

Lorsque n =1, on a A = (a11) et det(A) = as;.
Lorsque n =2, on a

a b
=ad — be.

c d

Plus généralement, pour tout n > 2 on peut développer le déterminant det(A) par rapport a chaque
ligne (resp., chaque colonne). Par exemple, en développant le déterminant suivant par rapport a la
seconde ligne, on obtient

1 4 =2
4 =2 1 -2 1 4

7T 3 o | =7 +3 -5 =-7-24+3-4-5(-7)=33.
-3 2 1 2 1 -3

1 -3 2

Voici la regle générale : si 'on pose (pour tous 1 <i,j < n)
M;; = (—1)""7 det(la matrice obtenue de A en enlevant la i—ieme ligne et la j—iéme colonne),

alors on a, pour tout £k =1,...,n,

n
det(A) = Z ak; My; (développement par rapport a la k—ieme ligne)
j=1

n
= Z a;r M (développement par rapport & la k—iéme colonne)
i=1
En particulier, si
a1 * *
0 a22 *
A =
0 0 - apn

est une matrice triangulaire supérieure ( <= tous les éléments en-dessous de la diagonale sont nuls),
alors le développement par rapport a la premiere colonne montre, par récurrence, que le déterminant
de A

ail * *
a9 *k
0 azp -+ * . )
=ai| - B S| == a11022 0 Gpp
0 - ann
0 0 - apn

est égal au produit des éléments diagonaux de A; de méme pour les matrices triangulaires inférieures
(dont tous les éléments en-dessus de la diagonale sont nuls).

(1.5.2) Propriétés des déterminants

(1)
(2)
3)

det(tA) = det(A).
det(AB) = det(A) det(B).
On peut reformuler les regles de développement (voir 1.5.1(3)) en termes de la matrice M = (M;;) €
M, (K) de la fagon suivante :
‘M A = det(A),.

En particulier, si det(A) # 0, alors la matrice A est inversible et son inverse est égal & la matrice

1

_ t
~ det(A) M

A*l

16



(ce qui généralise la formule (1.4.9.1)). Cependant, cette méthode n’est pas utile pour la détermination
de 'inverse en pratique.

(4) A est inversible <= det(A) # 0 (on déduit les implications respectives “=" et “<=" de (2) et
(3))-

(1.5.3) Calcul du déterminant en utilisant des opérations élémentaires

Les opérations élémentaires transforment le déterminant selon les regles suivantes :

(1) En remplacant L; (resp., C;) par L; + AL, (resp., by C; + AC;) on ne change pas le déterminant.

(2) En multipliant L; (resp., C;) par A € K, on multiplie le déterminant par .
(3) En échangeant deux lignes (resp., deux colonnes), on multiplie le déterminant par —1.

En utilisant les regles (1)—(3), il suffit qu’on transforme A & une matrice triangulaire, dont le déterminant
est donné par 1.5.1(4). Par exemple, on calcule

1 4 =2 2 1 0 0 1 0
7 3 5 [L1:=L1+L3] 3 [C1:=C1—2C%] 1 3 51
1 -3 2 1 -3 2 7T -3 2

A ce point, on peut soit développer le déterminant par rapport a la premiere ligne :

0 1 0
1 5
1 3 5|=-1 =—(1-2-5-7)=33,
7T 2
7T -3 2
soit effectuer encore des opérations élémentaires :
0 1 0 1 00 1 0 0
103 52—l g g g f=shl g g g |23
7T =3 2 -3 7 2 -3 7 =33

1.6 Vecteurs propres, valeurs propres; diagonalisation d’un endomorphisme

(1.6.1) Définition. Soit f : E — E un endomorphisme d’un K-ev E. On dit qu’un scalaire A\ € K est
une valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul x € E tel que f(x) = Az (on dit que = est un vecteur
propre de f de valeur propre \). Si E = K" et f(x) = Az (ou A € M, (K)), on parle de valeurs propres
et de vecteurs propres de la matrice A.

(1.6.2) Exemples : (1) Si f: K? — K? est défini par la formule f(X) = AX, ou

()
()00 (00

ce qui signifie que les vecteurs e; et ez sont des vecteurs propres de f, de valeurs propres respectives 2 et 3.
(2) Plus généralement, si E = K" et f(X) = AX, ou la matrice A est diagonale

alors on a

17



d 0 - 0

0 do 0
A= ,
0 0 - d,
alors tous les éléments e, ..., e, de la base canonique de K™ sont des vecteurs propres de f, car f(e;) =
Ae; = d;e;. En particulier, sid; = ---=d, =d (<= A = dI, est un multiple de la matrice identité), alors

on a f(z) = dx pour tout z € K", donc tout vecteur non nul est un vecteur propre de f, de valeur propre d.
(1.6.3) La condition f(z) = Az équivaut a
0=f(z)— Az =(f — Aldg)(x),

donc

A est une valeur propre de f <= Ker(f — A1dg) # 0.

Si c’est le cas, alors les vecteurs propres de f de valeur propre A (+ le vecteur nul) forment le sous-espace

Ker(f — Aldg) C E,

que l'on appelle I’espace propre de f de valeur propre \.

(1.6.4) Formulation matricielle. Soit B = {e1,...,e,} (n = dim(E)) une base de E; on note A =
Mp s(f) € M,(K) la matrice de f dans la base B. Si I'on identifie

Mg : E -~ K"
z — X,
I'application f s’écrit X — AX, donc
A est une valeur propre de f <= Ker(A—\I,) #0 <= P4()\) =0,
ol
Py(t) = det(t I, — A)

est le polynéme caractéristique de A. Autrement dit, les valeurs propres de A (= de f) et les racines
de P4 coincident. Si I’on remplace B par une autre base, la matrice A sera remplacée par A’ = P"LAP, ot
P € M, (K) est une matrice inversible (voir (1.3.3.2)). La multiplicativité du déterminant entraine

Pa(t) = det(tI, — A') = det(P~*(t I, — A)P) = det(P) "' det(t I,, — A) det(P) = det(t I,, — A) = Pa(t),

ce qui signifie que le polynéme caractéristique est indépendant du choix de base; on peut écrire Py(t) au lieu
de Py (t)

(1.6.5) Exemples : (1) n = 2: Le polynéme caractéristique de la matrice
a b
A =
c d

=(t—a)(t—d)— (=b)(—c) =t* — (a+d)t + (ad — bc) = t* — Tr(A)t + det(A).

est égal a

t—a —b
Pa(t) =

—c t—d
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(2) En général, on a

Pa(t) = t" — Tr(A)t"t + - + (=1)" det(A);

rappelons que la trace d’une matrix carrée A € M, (K) est la somme de ses éléments diagonaux : Tr(A) =
A11+A22+"'+Ann-
(3) Si A est une matrice triangulaire

A A - A,
0 A -+ Aoy
A= . . . . )
0 0 - A,
alors on a
PA(t) = (t - All) T (t - Ann)a
donc les valeurs propres de A sont précisement les éléments diagonaux Aiq, ..., Ay, de A.

(1.6.6) Endomorphismes diagonalisables. Soit f : £ — FE un endomorphisme d'un K-ev E de
dimension dim(E) = n. On choisit une base B de FE; soit A € M, (K) la matrice (carrée) qui représent f
dans la base B.

Definition. On dit que I'endomorphisme f (ou la matrice A) est diagonalisable (sur K) s’il existe une
base B’ de FE dans laquelle la matrice A’ de f ait diagonale :

d 0 - 0

/ 0 do - 0
A :D:

0O 0 - d,.

Comme A’ = P~YAP, ot P € M,,(K) est la matrice de passage (inversible) de B & B, on a

A est diagonalisable sur K <= 3P € M, (K) inversible telle que P~ AP = D soit diagonale

(le symbole “3” signifie “il existe”). On va reformuler cette condition en termes des colonnes vy, ..., v, de
la matrice P = (vy | --- | v,). D’abord, on a
P est inversible <= les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.

Ensuite, la relation P~'AP = D équivaut AP = PD, puisque la matrice P est inversible. Les formules

AP = (Avy |-+ | Av,),  PD = (dyv1 |- | dpvn),

entrainent

AP =PD <+ Am:dlvl,...,Avn:dnvn.

En résumé,

A est diagonalisable sur K <= dn vecteurs propres linéairement indépendants vy, ...,v, € K" de A.
(1.6.6.1)
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Si c’est le cas, la matrice P = (v1 | -+ | vn) € M, (K) dont les colonnes sont égales aux vecteurs propres
v1,...,0, est inversible et la matrice P~1AP est diagonale (ses éléments diagonaux sont égaux aux valeurs
propres respectives des vecteurs propres vy, ..., vp).

Il peut arriver que la matrice A ne soit pas diagonalisable sur K, mais devienne diagonalisable sur un corps
K’ plus grand.

(1.6.7) Exemples : (1) On considére la matrice

0 -1
A= ( ) EMQ(R).
1 0

Le polynéme caractéristique Pa(t) = t? — Tr(A)t + det(A) = t> + 1 = (t —i)(t + i) n’a aucune racine réelle,
donc A n’a aucun vecteur propre x € R2. En particulier, A n’est pas diagonalisable sur R. D’autre
part, les vecteurs propres complexes de A

1 1
111:( )EKer(A—iI), v2=<.>€Ker(A+iI)

—1 )

sont linéairement indépendants (en tant que des éléments du C-espace vectoriel C?), donc A est diagonal-

isable sur C :
1 1\"'/0 -1 1 1 i 0
i 1 0 /)\= i) \o —=i)’

(2) Le polynome caractéristique de la matrice

0 1
B:( )eMQ(K)
00

est égal & Pg(t) = t2, donc il n’y a qu'une valeur propre A = 0 de B. Par définition, le sous-espace propre
associé Ker(B — M) = Ker(B) est ’espace des solutions du systeme linéaire homogene

£0)-C)

1

Cet espace est engendré par le vecteur < ), ce qui entraine qu’il n’y a pas de deux vecteurs propres

0
linéairement indépendants, donc la matrice B n’est pas diagonalisable sur K (le corps K étant quel-
conque).

(3) Plus généralement, si le polyndome caractéristique d’une matrice A € M, (K) n’a qu'une racine a
multiplicité n, c’est-a-dire si P4(t) = (t — A)"™ (A € K), alors on a :

A est diagonalisable sur K <= A=\I,.
En effet, si A est diagonalisable (sur K), alors tous les éléments diagonaux de P~1AP sont des valeurs
propres de A, donc égaux a A : P7YAP = \1I,,, d'ou A= PAXI,P~' = \1I,.
(1.6.8) Critéres généraux de diagonalisabilité. Rappelons deux résultats fondamentaux (A € M, (K)):
(a) Tout ensemble de vecteurs propres de A dont les valeurs propres sont distinctes est linéairement
indépendant.
(b) Pour toute valeur propre A € K de A, la dimension de Iespace propre Ker(A — A I,,) (la multiplicité
géométrique de \) est au plus égale a la multiplicité de A en tant qu’une racine de P4(t) (la multi-
plicité algébrique de \).

En particulier, on déduit de (a) le critere suivant :
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Critére 1. Si la matrice A € M, (K) a n valeurs propres distinctes, toutes contenues dans K, alors A est
diagonalisable sur K.

Si le critere précédent ne s’applique pas, & savoir si le polynome caractéristique Pa(t) admet des racines
multiples, il faut utiliser le critére suivant, qui résulte de (b) :

Criterion 2. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable sur K <= toutes les racines de P4 sont contenues
dans K et, pour toute racine \ de P4, la multiplicité algébrique et géométrique de A coincident.

(1.6.9) Exercice. (1) Lesquelles, parmi les matrices suivantes, sont diagonalisables sur R. (resp., sur C) :
2 2 2 =2 2 =2 2 =2
2 2/’ 2 2 ) 2 —2) —2 2

-1 t
(2) Déterminer toutes les valeurs t € R pour lesquelles la matrice ( ) soit diagonalisable sur R

1 3
(resp., sur C).
(3) Lesquelles, parmi les matrices suivantes, sont diagonalisables sur R (resp., sur C) :

11 1 01 0 01 0
11 1], 10 1], 110
11 1 01 0 01 0

(4) Construire une matrice A € My(C) symétrique (A =*A) qui ne soit pas diagonalisable sur C.

1.7 L’espace dual *

(1.7.1) Qu’est-ce un vecteur ligne ? Sil'on choisit une base d'un K-ev E de dimension finie, alors on
identifie les éléments de E aux vecteurs colonnes. A quoi correspondent les vecteurs lignes 7

Un vecteur ligne est un élément de I’espace

M, ,(K) = Z(K",K) = {linear maps K" — K},
ce qui nous conduit a la définition suivante.

(1.7.2) Définition. Le dual d’un K-ev E est le K-ev
E* = Z(E, K) = {applications linéaires E — K};
on appelle un élément de E* une forme linéaire sur F.

(1.7.3) Exemples : (1) Si E = K" = M, 1(K), alors les éléments de

E* = (K")* = L(K",K) = My o(K) = {(ay,...,an) | a; € K}

sont les vecteurs lignes. La forme linéaire f, : K™ — K qui correspond & un vecteur ligne a = (ay,...,ay)
s’écrit
X x
faix= — (a1,...,an) =aiT] + -+ apnty.
In T

* Ce paragraph est facultatif.
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(2) Par exemple, (3,—2) € (R?)* est la forme linéaire

Z1 X1
Z2 T2

(3) Lorsque dim(F) < oo, la formule 1.2.8(2) entraine dim(E*) = dim(F) dim(K) = dim(FE).
(1.7.4) Base duale. On suppose que n = dim(E) < oo. Etant donné une base B = {vy,...,v,} de E,
tout vecteur x € F s’écrit d’'une maniére unique

T =201+ + TpUpn (x; € K).

Pour tout indice i = 1,...,n, la fonction qui associe a = sa i-ieme coordonnée dans la base B définit une
forme linéaire ¥ — K; on la note

v i E— K
T X
Les “formes coordonnées” vj,...,v € E* sont des éléments de 'espace dual; elles sont caractérisées par
la propriété suivante :
1, if i = j
’U;(’Uj) :1)1(01)1++1UJ++0’UTL) :5ij = (1741)
0, ifi # j,
ce qui entraine que les éléments v7, ..., v} sont linéairement indépendants; comme dim(E*) = n, ils forment
une base B* de E*. On dit que B* est la base duale de B.
Exemple : Si E= K" et B={e,...,e,} est la base canonique de K™, alors on a
X1 T
z=| : | =zer+ - +anen, z;=(0,...,1,...,0) | : | =ei(a),
L T
donc la base duale B* de (K™)* contient les vecteurs lignes
el =(1,0,...,0), e5 =1(0,1,0,...,0), er =(0,...,0,1).
(1.7.5) Détermination de la base duale. Etant donné une base v1,...,0, de K™, on cherche a trouver
la base duale v, ..., v} of (K™)*.
Si 'on condidere les matrices
v1
A= (vy |- |vn) € My (K), B=| : | € M,(K),
vy,
alors la formule (1.7.4.1) entraine
U?f(”l) 'Uf(vn) 1 --- 0
BA = = = I,
vi(v) e vk (vp) 0 --- 1

donc les éléments v}, ..., v: sont les lignes de la matrice B = A~L.

Exemple : Trouver la base duale v}, v; € (R?)* de la base
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3 8
v = ; Vg = .
2 5
3 8 1 5 -8 -5 8
A= ;o AT = —Y——— = )
2 5 3:5-8-2\_2 3 2 -3

montre que 'on a v} = (—5,8) and v = (2, -3).

Le calcul

(1.7.6) A quoi sert la base duale ? La connaissance de la base duale nous permet de calculer les
coordonnées d’un vecteur quelconque = € E dans la base B = {vy,...,v,} :

x=vi(x)vr 4+ + v (x)v,.

L’exemple précédent montre que l'on a

T 3 8
x = ( > —(5x1+89:2)< >+(2x13x2)< )
T9 2 5

(1.7.7) L’application duale. Soit a : F — F une application linéaire entre deux K-ev. L’application
duale o* : F* — E* est définie par la formule

a*(\) =Xoa: E-F M K.

Formulation matricielle : on suppose que n = dim(E), p = dim(F). Etant donné une base B
{e1,...,en} (vesp.,,C={f1,..., fp}) de E (resp., de F), on note B* = {e7, ..., ey} (resp., C* = {f{, ..., f;})
la base duale de E* (resp., de F**). Soient

A= Mpc(a) = Mc(a(B)) € My, (K)
M = M- p-(a*) = Mg-(a*(C*)) € My (K)

les matrices représentatives de « et a*, respectivement. Par définition, on a

K3

A;; = (la i—ieme coordonée de «(e;) dans la base C) = f(a(e;)) = (fi o a)(e;) (1.7.7.1)
M;; = (la j—iéme coordonée de a*(f;") dans la base B*) = (a(f;"))(e;).

Comme

a*(fz*) = fi* o «,

on en déduit que A;; = Mj; (pour tous 4, j), donc ’application duale est représentée (dans les bases
duales) par la matrice transposée :

M ="A.

(1.7.8) Résumé : On peut ajouter quelques lignes au dictionnaire que I'on a considéré en début de ce
chapitre :
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Objet abstrait Objet matriciel
espace vectoriel K"
T
vecteur z € E vecteur colonne
Tp
application linéaire o : E — F matrice A € M, ,,(K)
Z(E,F) My, (K)
forme linéaire f € E* vecteur ligne (aq,...,a,)
application duale o* : F* — E* matrice transposée ‘A € M, ,(K)

(1.7.9) Le bidual: 1’évaluation en un vecteur x € E définit une forme linéaire sur E*, donc un élément
ev, de E**:
evy, : B — K
A = A(z).
De plus, 'application
ev: E — E*

T = evg

est lindaire et injective. Si n = dim(FE) < oo, alors ev est un isomorphisme, puisque dim(E**) = dim(E*) =
dim(E). Si B = {e1,...,e,} est une base de E et B* = {e7,..., e’} est la base duale de E*, alors la base
duale B** de B* est égale a ev(B) = {ev(ey),...,ev(e,)}. Dans ce cas il est commode d’identifier E & son
bidual E** (et la base B & B**) en utilisant l'isomorphisme ev.
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2. Applications multilinéaires

2.1 Exemples
(2.1.1) Produit scalaire euclidien. Le produit scalaire euclidien usuel

($|y):$1y1+"'+$nyn (.’E,yERn)
est une fonction bilinéaire en les variables z et y, ce qui signifie qu’il est
e linéaire en y, si 'on fixe z :
(@ly+y)=(zly+(|y)
(@ | Ay) = Az |y)

e linéaire en z, si ’on fixe y :

(z,y,y' € R", A€ R)

(x+a"[y)=(z|y) + (2" | y)
Az |y)=A(z|y)

(2.1.2) Définition. Soient E,F des K-ev. Une application f : E x ---x E — F (autrement dit, une
(S —

(x,2',y e R", A € R).

p—fois
fonction f(z1,...,x,) en p variables x; € E a valeurs dans F') est dite p-linéaire (bilinéaire lorsque p = 2)
si, chaque fois que ’on fixe toutes les variables sauf une, f est une application linéaire E — F' en la variable
restée libre. Si F' = K, on dit que f est une forme p-linéaire (une forme bilinéaire si p = 2).

(2.1.3) Exemples : (1) Le produit scalaire euclidien usuel est une forme bilinéaire

f:RnXRng’Ra f(xay):(z‘y):xlyl“i’“i’xnyn

(2) Le produit vectoriel est une application bilinéaire

T2 Y2 r1 Y1 1 WY

f:R?)XRS_)R?’a f(x7y):xxy:'z7 Z1 = ) 22 = — 9 Z3 =

3 Y3 r3 Y3 T2 Y2

(3) Le déterminant d’une matrice de type n x n, en tant qu'une fonction des colonnes de la matrice, est
une forme n-linéaire :

f:K"x - x K" — K, fo1, ... ,v,) =det(vg |-+ | vn).
S —
n—fois
Si K = R, alors f(v1,...,v,) est égal au volume algébrique du parallelipipede engendré par les vecteurs
v1,...,U,. Par exemple, lorsque n = 2, le déterminant
rr W
fla,y) =
T2 Y2

est égal, & un signe pres, a l'aire du parallelogramme engendré par =,y € R2.

2.2 Formes bilinéaires

(2.2.1) En particulier, une forme bilinéaire sur un K-ev FE est une application f : Ex E — K vérifiant
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fla+a'y) = f(z,y) + f(2',y) fla,y+y') = flz,y) + fla,y)

(2.2.2) Définition. Une forme bilinéaire f : E x E — K est dite

(z,2',y,y' € E, X € K).

symétrique <= Vr,y€ F fly,z) = f(x,y)
anti — symétrique <= Vz,yc FE fly,z) = —f(x,y).

(2.2.3) Exemples : (1) Le produit scalaire euclidien usuel est symétrique, puisqu’on a (y | ) = (z | y)
pour tous z,y € R".

(2) L’aire algébrique f: R? x R? — R (voir 2.1.3(3) pour n = 2) est anti-symétrique :

Yy T T Y1

f(y,x): :_f(xay)'

Y2 X2 T2 Y2

2.3 Représentation matricielle des formes bilinéaires

(2.3.1) On suppose que n = dim(E) < oco. Un choix d'une base B = {e1,...,e,} de E nous permet
d’identifier £ & K™ (voir 1.1.8 ci-dessus). En particulier, soient x = x1e1+- - -+2Zne, et y = y1e1+- - -+ ypen €
FE des vecteurs de E; on note

Ty hn
X=Msx)=| : |, Y=Mgly)=| : | e k"

Tn Yn
les vecteurs colonnes qui représentent = et y dans la base B.

Sif:E xE — K est une forme bilinéaire, alors on a

n n n

%%):E:% %f@m%%iE:f@@ﬂw%.@ﬁlU
1

f(z,y) = f(zxieiazyjej) = sz fles,
i=1 j=1 i=1 J

i=1  j=1 i,5=1

(2.3.2) Définition. Sous les hypothéses de 2.3.1, on appelle la matrice carrée A = (A;;) € M,(K), ou
A;; = f(ei,ej), la matrice de f dans la base B.

(2.3.3) Ecriture matricielle. En utilisant la matrice 4, on peut exprimer (2.3.1.1) comme le produit
matriciel

A o A Y1
Flay) = Agzgy=(erzn) | 0 - | = x4y (2.3.3.1)
ij=1
’ Anl Tt Ann Yn

Réciproquement, pour toute matrice A € M, (K), la formule (2.3.3.1) (ot X = Mp(z) et Y = Mp(y)) définit
une forme bilinéaire f : E x E — K vérifiant f(e;,e;) = A;j.

Résumé : La matrice A = (f(e;,e;)) est déterminée par la forme bilinéaire f; réciproquement, f s’écrit en
termes de A (voir (2.3.3.1)). Voici une formulation plus scientifique: 1'application qui associe & f la matrice
A = (f(ei,e;)) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels
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{formes bilinéaires f : E x E — K} — M, (K).

Cette correspondance dépend du choix de base.

3 2
(2.3.4) Exemples : (1) Sin =2, E = R? et B = {e1,e2} (la base canonique), la matrice < )

4 5
correspond a la forme bilinéaire

x1 (7 3 2 (7 3y1 + 2y2
f(xvy) = f( ) ) = (xl ‘TQ) = (xl x2) =
o Y2 4 5 Yo 4y1 + 5y2
= 3x1y1 + 221Y2 + 4w2y1 + Sx2Yo.

(2) Dans la base canonique de R™, le produit scalaire euclidien usuel correspond a la matrice A = ((e; |
e;j)) = I, ce qui équvaut & la formule

Y1 1 -+ 0 Y1
(1‘|y):z1y1++xnyn:(zlxn) :(xlxn)

(3) L’aire algébrique f: R? x R? — R (voir 2.2.3(2)) s’écrit sous la forme matricielle

Y2 0 1 (1
= 21y2 — T2y1 = (T1 T2) ( ) = (21 72) < ) ( > )
-1 -1 0 Y2

0 1
donc la matrice représentative de f dans la base canonique de R? est égale & < )

1 Y

flz,y) =

T2 Y2

-1 0
(2.3.5) Formes bilinéaires (anti)-symétriques et matrices (anti)-symétriques.
Soit

f(z,y) = 'XAY (x,y € E) (2.3.5.1)

une forme bilinéaire, écrite sous la forme matricielle dans une base B de E. Un scalaire A € K peut étre
considéré comme une matrice de type 1 x 1, A\ € M;(K); dans ce cas il est égal & sa transposée A\ = ‘. Si
Pon prend A = f(y,x), on obtient

fly,x) ="f(y,2) = (YAX) = 'X'AY (2.3.5.2)

Comme la forme f est déterminée par la matrice A (et la réciproque est aussi vraie), le comparaison de
(2.3.5.1) et (2.3.5.2) montre les équivalences

f est symétrique <= ‘A=A
f est anti — symétrique < ‘A= —A.

La base B était quelconque; comme la propriété de (anti)-symétrie de f ne dépend pas du choix de base, on
en déduit que 'on a

f est symétrique <= ‘A = A pour un choix de base <= A = A pour tout choix de base

f est anti — symétrique <= ‘A = —A pour un choix de base <= ‘A = —A pour tout choix de base.
(2.3.5.3)

(2.3.6) Changement de base. Soit f : E x E — K une forme bilinéaire; soient B = {e1,...,e,} et
B' = {e},...,e},} deux bases de E. On note
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A = (A;j) = (f(ei,ej)) = (la matrice de f dans la base B) € M, (K)
A" = (A};) = (f(e}, €})) = (la matrice de f dans la base B') € M, (K).

R

Soit P € M, (K) la matrice de passage de B a B’. Soient z,y € F deux vecteurs de F; on note X =
Mp(x),Y = Mp(y) € K™ (resp., X' = Mp/(z),Y' = Mp/(y) € K™) les vecteurs colonnes qui représentent x
et y dans la base B (resp., dans la base B’). D’apres (1.3.1.2), on a

X =PX/, Y = PY'.
Le comparaison des formules matricielles
flz,y) ="X"AY'
flx,y) ="XAY = (PX)A(PY') = 'X"'PAPY’,
montre que l'on a
A ='PAP. (2.3.6.1)
Il résulte de cette formule que
‘A =('PAP) ='P'AP,
ce qui signifie que
A’ est (anti—)symétrique <= A est (anti—)symétrique,

en accord avec (2.3.5.3).

3 2 2 1
Exemple : Si E = R?, B = la base canonique, B’ = ( > , ( >, A= ( ), alors on a
1

-2 - 4 3
1 0 1 3 2 3 2 x}
T =1 + @9 = =X=1 + ), = = PX/,
0 1 To -2 -1 -2 -1 xh
d’ott 21 = 3z} + 2%, x9 = —22) — ), (et de méme pour y). Il en résulte que on a

o= (0D )G

f(x,y) = —21ys + 225y + 25Y5.

donc

Pour vérifier le calcul précédent, on peut aussi calculer directement

()G aC) =) )= C)- ()=

(2.3.7) Rang. On appelle le rang d’une forme bilinéaire f : ExXE — K le rang de la matrice représentative
A= (f(ei,ej)) € M,(K) de f dans une base B={e;} de E :
rg(f) = rg(A).

Le rang est bien-défini : si 'on remplace B par une autre base B’, alors la matrice A sera remplacée
par A" = 'PAP, ou P € M,(K) est une matrice inversible. On sait (voir la preuve de 1.4.6) que la
multiplication & gauche (resp., & droite) par une matrice inversible conserve le rang, donc rg(A) = rg(A4’).
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(2.3.8) Formes bilinéaires et ’espace dual. * Soit f : Ex E — K une forme bilinéaire. Par définition,
si 'on fixe z € E, la formule

flz,): F— K
y = f(z,y)
définit une forme linéaire sur E, donc un élément f(x,-) € E* de l'espace dual de E. De plus, on a
f(x—i—x/,-) :f(x?')—i_f(x/f)a f()‘l‘7> :)\f(xa)a

ce qui signifie que I'application

fi:E— E*
est linéaire. Soit B = {es,...,e,} une base de E; on note B* = {ej,..., e’} la base duale de E*. On va

exprimer la matrice A, € M, (K) de fi dans les bases B, B* en termes de la matrice A = (f(e;,¢e;)) € M, (K).
En utilisant la formule (1.7.7.1) pour l'application f; (et 'identification de E** & E; voir 1.7.9), on obtient

(A1)ij = €i"(f1(e5)) = (f(ej))(e) = flej e) = Aji, A1 ="A.
De méme, si l'on fixe y € F, alors la formule

z = f(z,y)

définit une forme linéaire f(-,y) € E* et lapplication

fg:E—>E*
y — f(y)

est ausi linéaire. Si I’on note Ay € M,,(K) la matrice de fy dans les bases B, B*, on a

(A2)ij = ;" (f2(e))) = (faej))(ei) = fleiyej) = Aij, A=A,

En particulier, on peut définir le rang de f de la fagon abstraite suivante :

rg(f) :==rg(f1) (=rg(fa))-

* Ce paragraphe est facultatif.
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3. Formes quadratiques

Hypothese fondamentale : Désormais, on suppose que la caractéristique du corps K n’est pas égale a
2 (<= 2#0dans K <= 2 est inversible dans K).

Cette hypothese est satisfaite si X' = R, C ou Fy» pour p # 2; elle n’est pas satisfaite si K = Fan.
3.1 Notions de base

(3.1.1) Exemple : Le produit scalaire euclidien usuel

(x|y)=z191 4+ + Tpyn

est une forme bilinéaire symétrique R™ x R™ — R.. Le carré de la longeur

|z)]* = (z |z) =2t + -+

est une forme quadratique sur R". Cette exemple nous conduit a la définition générale suivante.

(3.1.2) Définition. Soit f : E x E — K une forme bilinéaire symétrique sur un K-ev E. On appelle la
fonction q : E — K définie par la formule q(z) = f(x,z) la forme quadratique associée a f. [On a
Ve KVzeE q(Ax)=Xq(x).]

(3.1.3) Formulation matricielle. Sous les hypothéses de 3.1.2, soit B = {ey,...,e,} une base de E. La
matrice A = (A;;) € M, (K) de f dans la base B est symétrique, car A;; = f(ej,e;) = f(ei,ej) = Ay Si

T
I'on associe & un vecteur x = Y. | x;e; € E le vecteur colonne X = : € K" qui représent x dans la
Tn
base B, on a
n n
i,j=1 i=1 i<j

D’apres 2.3.6, un changement de base donné par la formule X = PX’ (o P est la matrice de passage de B
A une autre base B’) remplace A par la matrice A’ = 'PAP (cette matrice est encore symétrique).

Réciproquement, pour toute matrice symétrique A = ‘A € M, (K), la formule (3.1.3.1) définit une forme
quadratique sur F.

-1 5

I 3 -1 X1 3r1 — X9 ) )
q(x) = q( ) = (z1 22) = (21 z2) = 327 — 2w 9 + 515,
T2 -1 5 T2 —I1 —‘r5$2

(3.1.4) Proposition (“f est déterminée par ¢”). Toute forme quadratique q : E — K est associée a
une unique forme bilinéaire symétrique f : E x E — K (on appelle f la forme polaire de ¢). [On
utilise Uhypothése 2 # 0.]

3 -1
Exemple : Si K =R, E = R?, B = la base canonique et A = ( ), alors on a

Preuve. On utilise la formule bien connue (a+b)? —a? —b* = 2ab. Plus précisement, la propriété de symétrie

de la forme f entraine

gz +y)=flx+y,z+y) = flz,z)+ flz,y) + f(y,2) + f(y,y) = q(z) + 2f (2, y) + q(y)
(pour tous z,y € F), d’ou
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(q(z +y) —q(x) —q(y)).

DO =

flx,y) =

(3.1.5) Détermination de la forme polaire (exemple) : Soit ¢ : R?> — R la forme quadratique
q(r) = 2% — dx1w9 + T23. Lécriture matricielle de ¢

1 -2 X1
q(z) = 22 — dayxy + 722 = 22 — 201wy — 20wy + T2l = (21 1) ( ) < )
-2 7 Zo

entraine que l'on a

I =2 Y1
f(z,y) = (z1 x2) = x1Y1 — 2T1Y2 — 222y1 + TT2Y0.
-2 7 Y2

3.2 Rang, noyau (= radical) d’une forme quadratique

(3.2.1) Définition. Soit ¢ : E — K une forme quadratique; on note f : E x E — K la forme polaire.
Soient x,y € E des vecteurs. On dit que x est orthogonal &4 y (par rapport a f) si f(x,y) = 0 (notation :
x L y; parfois, on écrit x Ly youx Lyy). [La forme f étant symétrique, onaz Ly <= y L x.]

Le rang de q est I'entier rg(q) = rg(f); le noyau (= le radical) de q est le sous-espace de E

N(g) =rad(q) ={z € E|VyeE zly}={zxe€E|VyeE yla}.

(3.2.2) Formules matricielles

(3.2.2.1) Soit B une base de E (on suppose que n = dim(E) < c0). On écrit, en utilisant 2.3.1 et 3.1.3,
f(z,y) ="XAY et q(z) ='XAX (ot A="A € M,,(K) est une matrice symétrique). Par définition, on a

rg(q) = rg(f) = rg(A).
(3.2.2.2) Proposition. Lorsqu’on identifie Mp : E — K™ en utilisant la base B, le sous-espace N(q) C E

correspond au sous-espace {X € K™ | AX =0} C K™. En particulier, on a
dim N(¢q) =dim{X € K" | AX =0} =n —rg(A) =n —rg(q).
Preuve. Par définition, N(q) correspond au sous-espace suivant de K™:
F={XeK"|VWeK" YAX=0}={XeK"|Vi=1,...,n ‘eAX =0},

ol ey, ..., e, est la base canonique de K™. On note b le vecteur colonne AX € K"; comme ‘;b est égale &
la i-iéme coordonnée de b, on en déduit que les éléments de F' sont les vecteurs X vérifiant b(= AX) = 0.
La dimension de cet espace est déterminée par la formule du rang (1.2.7.2).

(3.2.2.3) Définition. La forme quadratique q est dite non-dégénérée si N(gq) = 0.

(3.2.2.4) Il résulte de 3.2.2.2 que les conditions suivantes sont équivalentes :

q est non — dégénérée <= N(q) =0 < rg(q) = dim(FE) <= A is inversible <= det(A) # 0.

(3.2.3) Exemples : (0) ¢=0:danscecasona f =0, A=0, N(q) = E, rg(q) = 0.
(1) E=K" g(x) =23+ -+ 22 : dans ce cas on a f(z,y) = z1y1 + *+ + TpYn, A = I,, N(q) = 0,
rg(q) = n.
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(2) E=K" q(x)=a22+---+22 (0<r <n): dans cecas on a f(z,y) = 191 + - + T1Yr,

I, 0
A_< >€MH(K)7 N(q):{xeK"|A:r,:0}:{t(O,...,O,xTH,...,xn)|xi€K},
0 0

rg(q) = rg(A) = r, dim(N(q)) =n —r.
(3) E=R? q(x) = 2} — 4w1x5 + 7z3 : dans ce cas on a

Comme det(A) =3 # 0, on a rg(q) =rg(A) =2 and N(g) = 0.
(4) E=R? q(r) =2? — 42129 + 423 : dans ce cas on a

Comme det(A) =0, on arg(q) = rg(A4) < 2. D’autre part, A # 0, donc rg(A) > 0, ce qui entraine rg(A) =1
et dim(N(q)) =2 — 1 = 1. Plus précisement, on a

(], )

Pour déterminer N(q), on peut aussi utiliser la formule g(z) = (z1 — 222)?, qui entraine f(z,y) = (71 —
222)(y1 — 2y2).

3.3 Diagonalisation “facile” d’une forme quadratique (“décomposition en carrés”)

Le résultat de base de la théorie des formes quadratiques est le théoreme suivant (qui utilise ’hypothese
2#0€K).

(3.3.1) Théoréeme. Pour toute forme quadratique q : E — K (oun = dim(F) < oo) il existe une base

B' = {e},...,el,} de E dans laquelle la matrice de q est diagonale :
n
a(w) = diaf? -+ dya? (=2 e
i=1
(on dit que B’ est une base orthogonale par rapport a q).
Formulation matricielle : Pour toute matrice symétrique A = 'A € M, (K) il existe une matrice
d - 0

inversible P € M, (K) telle que ‘PAP =
0 --- d,

(3.3.2) Exemples : Dans les exemples suivants, K = R, F = R" et x1,...,2, sont les coordonnées de
R™ dans la base canonique.
(1) E=R? q(z) =23 —4x120+ 723 : on a

q(x) = 2% — dayzy + 722 = (21 — 229)% + 323 = 22 + 322,

ou
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x} 1 — 229 1 =2 1
X = = = =PX.
1'/2 X2 0 1 xTo

Ce changement de variable s’écrit, dans sens inverse, de la fagon suivante :

1 1 =2\ "'/ 1 2\ [/} ,
X = = = =PX )
To 0 1 xh 0 1 xh

ce qui entraine (d’apres (1.3.1.2)) que x}, 24 sont les coordonnées de x dans la base B’ donnée par les colonnes

de la matrice P :
1 2 T 1 2
B = , , x = =) + 7 :
0 1 To 0 1

Les matrices A et A’ de q dans les bases respectives B et B’ sont égales &

1 -2 1 0
A= : A= ,
-2 7 0 3
d’oti rg(q) = rg(A’) = 2.

(2) E=R? q(x) =2 — 6122+ 923 : on a

q(z) = 22 — 62129 + 923 = (21 — 3x2)? = 2 =22+ 0 2,

ol ) = x1 — 3zo. Il faut encore trouver zf, (une forme linéaire en 1 et x2) pour que x} et x} soient les
coordonnées dans R? par rapport & une base convenable B’. Autrement dit,

x) 1 -3 x
xh = cxy + dxg, X = = =P'X
xh c d X9

(pour un choix de ¢,d € R); il faut s’assurer que la matrice P’ soit inversible (elle sera égale & la matrice
de passage de B’ & la base canonique B. Dés que 1'on choisit P’, on calcule P = (P')~! (= la matrice de
passage de B & B’); les éléments de B’ se trouvent dans les colonnes de la matrice P. Il vaut mieux choisir
la matrice P’ aussi simple que possible; par exemple, on peut prendre

xh 1 -3 1 1 -3
xh =19 Y = P = :
xh 0 1 To 0 1

Dans ce cas on voit directement que det(P’) = 1-1 = 1 # 0, donc la matrice P’ est inversible. Le calcul
analogue a celui déja effectué en (1) montre que

1 1 =3\ "'/ 1 3\ [/}
X = = = = PX',
2 0 1 @ 0 1 xh

donc ¢(z) = /% dans la base

0 ()0

Les matrices A et A’ de q dans les bases respectives B et B’ sont égales &

1 -3 10
A= . A= ,
-3 9 0 0
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d’ott rg(q) = rg(A) = 1.
(3) E=R3, q(v) = 23 + 4129 — 62123 + 323 + 22073 — 4023 :

q(x) = 22 + day a0 — 62123 +322 + 22923 — 4023 =

une partie de (w1+2w2—3a:3)2:zf+4z1zQ—6$1$3+4w§—12w2w3+9w§
= (z1 + 29 — 323)? — 23 + 14wow3 — 4923 = (1 + 272 — 3w3)% — (29 — Tw3)* =

/2 12 /2
=z —zy +0-z5,

ou
x) 1 + 229 — 323 1 2 =3 1
X' =1 | = o — Tx3 =0 1 -7 zo | = P'X.
»’Ué x3 0 0 1 T3

Comme det(P’) =1-1-1=1# 1, la matrice P’ est inversible. On peut calculer son inverse P = (P’)~! soit
en utilisant la méthode expliquée dans 1.4.9, soit par un calcul direct :

T3 = T4, To = TH + T, zy =z — 2(xh + Tay) + 3af = a) — 224 — 114
1 1 -2 -11 x} 1 -2 —11
T3 | =10 1 7 gh | =21 0| +a5 | 1 | +a25| 7 |,
x3 0 0 1 x 0 0 1

donc q(z) = 22 — 22 + 0 - 2’2 dans les coordonnées z’, =, x5 par rapport & la base
1 2 3 1y492y43

1 -2 —11
B=10],| 1], 7
0 0 1

Les matrices A et A’ de q dans les bases respectives B et B’ sont égales &

1 2 -3 1 0 0

A=|2 3 1 |, A=|o0o -1 0

9

-3 1 —40 0 0 O

d’ott rg(q) = rg(A’) = 2. En pratique, on devrait utiliser une méthode indépendante (par exemple, celle du
§1.4) pour déterminer rg(A), afin de vérifier le résultat).

(4) E =R3, q(v) = 2122+ 2123+ x273. Dans ce cas il n’y a aucun élément diagonal x? On utilise l'identité
suivante :

T1T2 =

($1+JI2)2—(1}1—$2)2_ 1+ o 2_ xT1 — Io 2
4 B 2 2

On fait le changement de coordonnées

(95/1> <($1+CE2)/2> (&Ul) <x’1+x’2>
b (1 —9)/2 To x) —ah
(en gardant x3) et ensuite on utilise la méthode précédente; on obtient
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q(x) = (] + o) (2] — a5) + (2} + 25)ws + (27 — 25)2s =

/2 ! 2 / 2 2 2
=2y + 2 a3 — vy = (2] +23)° —af —a5 =

=i — v —u3,
ou
1”1 ) + a3 (1 +22)/2 + 3 1/2 1/2 1 1
Y = Y = J;I2 = (:)31—3;‘2)/2 = 1/2 —1/2 0 To =P'X.
Y3 T3 I3 0 0 1 T3
On a
x1 y1+Y2 — Y3 1 1 -1 Y1 1 1 -1
2 l=lnn—-v2—ys |=]1 -1 -1 y2 l=wn|1]|+y2| -1 |+ys| -1
T3 Y3 0 0 1 Y3 0 0 1

(on calcule I'inverse (P')™!, ou on fait un calcul direct), ce qui entraine que l'on a q(z) = y3 — y3 — y3 dans
les coordonnées y1, Y2, y3 par rapport a la base

1 1 ~1
1|, -1].] -1
0 0 1

(3.3.3) Preuve du Théoréme 3.3.1 : Les méthodes utilisées dans les exemples précédents marchent en
général. On fixe une base B = {ey,...,e,} de E; soit A ="'4 € M, (K) la matrice de ¢ dans la base B. Si
A =0, alors on prend B’ = B. On suppose que A # 0. D’apres (3.1.3.1), on a

q(z) = i Ajjxixy = iAii z? + QZAij ;T (x = ixiei).
i=1 i=1

ij=1 i<j
(a) Il existe un élément diagonal non nul A4;; # 0 : Apres un éxchange des coordonnées z; et z; on
peut supposer que A1 # 0. Comme

q(r) = At + 241 x120 + -+ - + 2A1, 112, + @1 (7)

(o la variable x; n’intervient pas dans ¢1(x)), on écrit

A A\
q(x) = An (961 + 4t 1$n> + q2(z) = A1 22 + (),
Ay A

ou

A12 Aln
A A
est la variable x; n’intervient pas dans o, c’est-a-dire que ¢ est une forme quadratic sur le sous-espace
E’' = vect(ea,...,e,) C E de dimension n — 1.

’
T =71+ T

(b) Tous les termes diagonaux sont nuls A;; =--- = A,, =0 : Il existe un élément non nul A;; # 0,
i < j. Quitte & échanger les coordonnées x1 «— z; et xs < x;, on peut supposer que Aq # 0 (et que les
termes diagonaux sont nuls), ce qui entraine que la forme g(x) s'écrit
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qx) =0-27 + 24102120 +0- 23 +---.

Apres le changement de coordonnées introduit dans 3.3.2(4)

CCll (131 —|—172)/2 X 1'/1 +1‘/2

xh (1 — x2)/2 T x) — b
(on garde les coordonnées x3, ..., 2, ), on obtient

q(r) =241 $'12 + -,
onc le cas (a) s’applique a la forme ¢ exprimée dans les coordonnées x|, x5, x3,...,z,. En appliquant (a
donc 1 (a) s’applique & la forme ¢ exprimée dans 1 données x4, 25, 3, En appliquant (a),
on écrit
q(z) = 2412 (1) + ¢2(2),

ol g2 ne contient que les variables x5, z3, ..., T,.

Ensuite on applique le méme argument & la forme gs, etc.

(3.3.4) Rang, noyau et diagonalisation : Sous ’hypotheéses du Théoréeme 3.3.1, on peut choisir 'ordre
des éléments de la base B’ de telle fagon que 1'on ait

dla-"adT'#Ov d’r‘+1:"':dn:0 (OSTST")a
ce qui signifie que la matrice A’ de ¢ dans la base B’ est égale &
di 0 -+ 0 0 --- 0
0 dy -~ 0 0 --- 0
A=10 0 d. 0 0 (di,...,d. #£0),
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
d’on
rg(q) = (3.3.4.1)
Le systéeme des équations linéaires
4
A =0
m/
équivaut a
ry=--=212.=0, (3.3.4.2)

ce qui entraine (d’apres 3.2.2.2) que le noyau de ¢ est défini, dans les coordonnées par rapport a la
base B’, par les équations (3.3.4.2). Autrement dit, on a

N(q) = {Z zie; | &) = =a, =0} = vect(e),...,e,}. (3.3.4.3)
i=1
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Exemples : (1) Dans I'exemple 3.3.2(1), on a r = 2 = dim(E), donc N(q) = 0.
(2) Dans l'exemple 3.3.2(2),onar =1 et

N(q) = {(:) |z1 — 32y =0} vect((j)).

(3) Dans I'xemple 3.3.2(3), on a r = 2 et

L1 —11
N(Q){ T2 $1+2x23x3z27x30}vect< 7 >
I3 1

(4) Dans I'xemple 3.3.2(4), on a r = 3 = dim(F), donc N(g) = 0.

3.4 Somme, somme directe

(3.4.1) Définition (somme de sous-espaces). Soient Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels d’un K-ev
E. Leur somme est le sous-espace vectoriel F C E engendré par la réunion Fy U ---U F,; on la note
Fi+-+F,=>" F.Ona

Fid- 4 Fy=vect(FLU--UF,) = {x1+ - +an | 2: € F3}.

(3.4.2) Exemple : Lorsque Fy, F» C R? sont des plans distincts dans R? (contenant 'origine), alors
Fi + F», = R? est I'espace tout entier et Fy N Fy est une droite.
En général, pour des sous-espaces quelconques Fi, Fo C E d'un K-ev F, on a

(dans l’exemple précédent, on a 1+ 3 =2 + 2).

(3.4.3) Définition (somme directe de sous-espaces). Sous les hypothéses de 3.4.1, on dit que la somme
Fy + .-+ F, est directe (notation : Fy & --- @ F,, = @, F;) si tout élément x € Fy + --- + F,, admet
I’unique décomposition © = x1 + -+ + x,, (x; € F;). Si c’est le cas, soit B; une base de F; (i =1,...,n);
alors la réunion By U --- U B,, est une base de F1 @ --- ® F,,, donc on a

dim(Fy @ -+ @ F,) = dim(Fy) + - - - + dim(F},).

(3.4.4) Exemples : (1) K" = F| & +--- ® F,,, ou les sous-espaces F; = vect(e;) = Ke; sont les droites
engendrées par les vecteurs de la base canonique de K™.

(2) Sin =2, alors la somme F; + F5 est directe <= F; N Fy, =0.

(3.4.5) Exercice : Trouver un exemple de trois sous-espaces vectoriels Fy, Fy, F5 C E vérifiant les deux

propriétés suivantes : Fy N Fy = F} N F3 = F5 N F3 = 0; la somme F} + F» + F3 n’est pas directe.

(3.4.6) Définition (sous-espace supplémentaire). Soient F,G C E des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que G est un sous-espace supplémentaire & F sillona F&G=FE (< FNG=0et F+G=FE
<~ FNG=0 etdim(F)=dim(F) + dim(G)).
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(3.4.7) Exemple:

3.5 Somme orthogonale

Dans les paragraphes §3.5 et §3.6 on note f : E x E — K une forme bilinéaire symétrique et ¢ : £ — K
la forme quadratique associée a f (¢(x) = f(z,x)).

Nous rappelons (voir 3.2.1) que des vecteurs x,y € E sont orthogonaux l'un & lautre par rapport & f
(notation : x Lyouz Lyyouz L, y)si f(z,y) =0 (<= yLx).

(3.5.1) Définition. Soit S C E un sous-ensemble non vide de E. L’orthogonal de S est le sous-ensemble

St={reF|VyeS zlylCE.

(3.5.2) Remarques: (1) S+ contient le radical (= le noyau) de ¢: S+ O N(q).
(2) {0} =E.

(3) B+ =N(q).

(4) La propriété bilinéaire de f (voir 2.2.1) entraine

rly 2 ly = (@+2)Lly

zly, ANeK = (\z)luy.
(5) On déduit de (4) que 'orthogonal S+ est un sous-espace vectoriel de E et que I'on a S+ = (vect(S))=.
Autrement dit, on peut supposer que S est un sous-espace vectoriel de F.

(3.5.3) Définition (somme orthogonale). Soient Fy, Fy C E des sous-espaces vectoriels de E. On dit
que F; est orthogonal & F» (par rapport a f) si l'on a

Vee iVyeFy, xly

(notation : Fy L Fy ou Fy Ly Fy ou Fy L, F3).
On dit que E est égal 4 lasomme orthogonale de F; et Fy (notation: E=F, L Fy)sil'onaE = Fi®F,
et F1 1 FQ.

(3.5.4) Exemple (plan euclidien) : Soit £ = R? (K = R); soit f le produit scalaire euclidien usuel (donc
q(x) = 22 + 23). Si 1, F» C E sont des droites distictes qui passent par l'origine, alors on a E = Fy @ Fy.
De plus,ona: E=F) 1L F, <= F} est orthogonale a F5.

2

(3.5.5) Exemple (plan hyperbolique) : Soient E = K? et g(x) = 23 — 23 (donc f(z,y) = T1y1 — T2y2)-
1

Pour tout a € K on note D, = vect{( )} la droite de pente a qui passe par l'origine. On note aussi
a

0
1

Do = Vect{ (

> } la droite verticale qui passe par ’origine.
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Sia # 0, alors on a

(1 N 1 (7 (7 1 (7
€D, <+ 1 —= y;1—ay =0 <= =10 — € Dy/q-
Yo a Yo Yo l/a Y2

On a aussi

Y1 1 Y1 Y1 1 Y1
€EDy = y=0 = € Dy, €D = y=0 <= € Dyg.
Y2 Y2 Y2 Y2

En résumé, on a

Vae KU{x} Dy =Dy, (3.5.5.1)

(o1 1/0 = 0o and 1/00 = 0). En particulier, les droites

D =Dy, D =D, (3.5.5.2)

sont auto-orthogonales (on a L = pour tout x € Dy or & € D_q)! D’autre part, lorsque a # +1, on a
DyN Dy =0,donc E= D, ® Dy, :

Va#+l E=D,L1Dy,=D,LlD;.

(3.5.6) Définition. Soit q : F — K une forme quadratique. Un vecteur isotrope de ¢ est un vecteur
non nul x € E tel que q(z) =0 (<= z L ). Une droite isotrope est un sous-espace vectoriel vect(z) de
FE engendré par un vecteur isotrope. Le cone isotrope de q est le sous-ensemble de F

C(q) ={x € E|q(x)=0}= {6} U {vecteurs isotropes de ¢}.
Pour tous z € C(q) et A € K, on a \x € C(q), car g(A\x) = N2q(x); il en résulte que C(q) est égal a la
réunion de toutes les droites isotropes.
(3.5.7) Exemple (plan hyperbolique): Lorsque (E,q) = (K?,2? — 22) est le plan hyperbolique, alors
C(q) = D1 U D_; (voir (3.5.5.2)).

(3.5.8) Exemple: Lorsque E = K3 et q(x) = 27 — 23 — 2%, alors C(q) est le cone “usuel”. Soit D C E
une droite qui passe par l'origine; on a (exercice !) :

C(q)

39



Si D ¢ C(q) (<= D n’est pas isotrope), alors D est un plan qui ne contient pas D et I'ona E = D 1 D*.
Si D C C(q) (<= D est isotrope), alors D* est un plan qui contient D (donc D + D+ = D+ # E). Plus
précisement, D+ est le plan tangent & C(q) le long de la droite D.
(3.5.9) Somme orthogonale (formulation matricielle) : On suppose que I'on a E = F; @ F; (ou
n; = dim(F;) < 00). On fixe les bases respectives B; de F; (i = 1,2); leur réunion B = B; U B, est une base
de E. La matrice de f dans la base B se décompose naturallement

Bi1 B
A= :
By1 B
ot chaque bloc B;; € M, »,(K) représent la restriction f;; : F; x F; — K de la forme f & F; x Fj (fi;

est la fonction f(z,y), olt € F; et y € F;) dans les bases B; et B; (i,j = 1,2). La matrice A = A ¢tant
symétrique, on a

Bi; = 'By;, Bi2 = 'Ba;.

Par définition, on a

A1 0
E=F1F < fi2=0,fa1=0 <= Bi2=0, By =0 <= A( ), (3.5.9.1)
0 A,

ou l'on a noté A; = B;; € M, (K) la matrice de la restriction de f a l'espace F; x F; dans la base B;.

(3.5.10) Définition (somme orthogonale — le cas général). Soient Fi,...,F;, C E des sous-espaces
vectoriels de E tels que E = Fy @ --- ® Fy. On dit que E est égal a la somme orthogonale de Fi, ..., Fy
si l'on a F; 1 F; pour tous i # j (notation: E=F L --- 1L F).

(3.5.11) Formulation matricielle : Soit £ = F}; @ --- @ Fy; soit B; une base de F; (i = 1,...,k). On
note A € M,,(K) la matrice de f dans la base B= B U---U By de E. L’énoncé (3.5.9.1) se généralise de la
fagon suivante :

A, 0 -+ 0

0 Ay -+ 0
E=FR1---1F «<— A=| . |, (3.5.11.1)

0 0 - A

ou l'on a noté A; € M,,(K) (n; = dim(F;)) la matrice de la restriction de f & F; x F; dans la base B;
(i=1,...,k).

Exemple : Lorsque B = {ey,...,e,} est une base de F, alorsona E = F; @ ---® F,, ou F; = vect(e;) est
la droite engendrée par le vecteur e;. De plus, on a

E=F1---1F, < Vi#j e le;j <= A estune matrice diagonale <=
<= B est une base orthogonale.

3.6 L’orthogonal : le cas non-dégénéré
(3.6.1) Exemple (réduction au cas non-dégénéré) : Soient E = K", f(z,y) = 2151 + -+ + 1 yr

(0 <r <n). La matrice A € M,,(K) de f dans la base canonique B = {ey,...,e,} de K" se décompose en
blocs
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I, 0 A0
A= = .
0 0 0 A

D’apres 3.5.9, il en résulte que la décomposition E = F; @ Fy, ou l'on a noté F} = vect(ey,...,e,) et
Fy = vect(ey41,-.-,¢€n), est orthogonale : E = F; | Fy. Plus précisement, F» = N(q) n’est rien d’autre
que le radical (= le noyau) de ¢. La matrice A; = I, € M,.(K) étant inversible, on a

E=F 1 N(qg), la restriction de ¢ & Fy est non — dégénéré.
Voici le résultat général :

(3.6.2) Proposition. Soit ¢ : E — K une forme quadratique, ou n = dim(F) < oco. Soit F C E un
sous-espace supplémentaire quelconque de N(q); alors on a E = F 1 N(q) et la restriction qr de q a I'espce
F (qr : F — K, qp(z) = q(x)) est une forme quadratique non-dégénérée.

Preuve. Soient B est By des bases respectives de F' et N(q). Par définition, les restrictions de f (= de
la forme polaire de ¢) aux espaces E X N(q) et N(q) x E sont égales & zéro; il en résulte que la matrice
A € M, (K) de la forme f dans la base B; U By de E est égale a

A 0
A= )
0 O
ou Ay € M.(K) (r = dim(F)) est la matrice de gr dans la base B;. L’égalité

(3.2.2.2)

r = dim(F) = n — dim(N(g)) 2222 1g(q) = rg(A) = rg(41)

entraine que la matrice A; est inversible, donc la forme ¢ est non-dégénérée.

(3.6.3) Proposition. Soit ¢ : E — K une forme quadratique non-dégénérée sur un espace vectoriel de
dimension n = dim(F) < oo. Pour tout sous-espace vectoriel F C E on a

dim(F*) = n — dim(F), (FHt =F

Preuve. 11 suffit de démontrer la relation dim(F*) = n — dim(F), pour tout sous-espace vectoriel F' de E
(elle entraine dim (F1)* = n — dim(F*) =n — (n — dim(F)) = dim(F); comme F C (F)* par définition,
on a forcément F = (F1+)1).

Un choix de base de E nous permet d’idéntifier E & K™ et la forme polaire f de ¢ & la fonction f(z,y) = x Ay
(z,y € K™). La matrice A € M, (K) est inversible, car la forme ¢ est non-dégénérée. Soit v1,...,v,
(r = dim(F")) une base de F' C K™; on note

C= |- |v) € M, (K)
la matrice dont les colonnes sont égales & vy, . ..,v,. Comme les lignes de la matrice transposée 'C € M, »(K)
sont égales & y,...,%,, on a
Fr={yeK"|viLly,...,o, Lyl={ye K" |vAy=---=WAy=0} ={yec K" |'CAy =0}.
Les relations
dim(F*) = n —1g('CA) d’apres la formule du rang (1.2.7.2)
rg('CA) =1g('('CA)) = rg(*AC) = rg(C) puisque ‘A est inversible
rg(C) = dimvect(vy, ..., v,) = dim(F) par définition,

alors montrent que I'on a dim(F1) =n — dim(F).
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(3.6.4) Corollaire. Sous les hypothéses de 3.6.3, si F N F+ = {6}, alors E = F 1 Ft est la somme
orthogonale de F et F.

Preuve. Comme F | F* par définition, il suffit de démontrer que 'on a E = F @ F-, ce qui résulte de
I'hypothése F'N F+ = {0} et de la relation dim(F) + dim(F+) = dim(E).

(3.6.5) Exemples : On suppose que dim(F) =1 (< F =vect(z), x € E, x # 0).

(1) Lorsque z est isotrope, alors | x, donc F C F* et FF + F+ = F! est un hyperplan dans E (un
sous-espace vectoriel de E' de dimension dim(FE) — 1).

(2) Lorsque z n’est pas isotrope, alors f(x,\x) = A f(z,z) = Ag(z) # 0 pour tout scalaire non nul A € K|

donc FNF+ = {6}, il résulte de 3.6.4 que 'on a £ = F 1 F+.

(3.6.6) Exercice (le cas dégénéré). Soit ¢ : E — K une forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension finie. Pour tout sous-espace vectoriel F C E, on a (F+)t = F + N(q).

(3.6.7) Voici une preuve abstraite du Théoreme 3.3.1.

(3.6.8) = (3.3.1) Théoréme. Pour toute forme quadratique ¢ : E — K (n = dim(E) < oo) il existe
une base B = {ej,...,e,} telle que l'on ait E = Ke; 1 --- L Ke, (<= B est une base orthogonale de E,
d’aprés 3.5.11).

Preuve. Grace a 3.6.2, on peut supposer que E = F', c’est-a-dire que la forme g est non-dégénérée. Sin =1,
on choisit e; € E, e; # 0. Sin > 1, alors ¢ # 0, donc il existe e; € E tel que g(e;) # 0. Il résulte
de 3.6.5(2) que 'on a F = Ke; L Eq, on By = (Kel)L est un sous-espace vectoriel de E de dimension
n — 1. La restriction de ¢ & F; étant non-dégénérée (exercice : pourquoi ?), le méme argument s’applique :
il existe ex € B tel que q(es) # 0, donc By = Key L Ey, ot By = (Keg)t est un sous-espace vectoriel de
E de dimension n — 2. Si l'on répete le méme argument n-fois, on obtient une décomposition orthogonale
F=Ke L ---1 Ke,.

(3.6.9) Exercice. Soient q : E — K une forme quadratique et F, G C E des sous-espaces vectoriels; alors
on a (F+G)* = F- NG*. Lorsque dim(E) < oo et g est non-dégénérée, alors on a (F N G)*+ = F+ +G*.

3.7 Formes quadratiques sur C et R

(3.7.1) Proposition. Pour toute forme quadratique q : E — C sur un C-ev E de dimension n < oo il
existe une base eq,...,e, de E telle que

n
q(z) =a? + - +a? (=> zje)).
j=1

L’entier r =rg(q) (0 < r < n) ne dépend que de q.
Formulation matricielle : Pour toute matrice symétrique complexe A = 'A € M,,(C) il existe une matrice

I, 0
inversible P € M, (C) telle que 'PAP = ( ) .
0 0

Preuve. Soit r = rg(q). D’apres Théoreme 3.3.1, il existe une base €, ..., e}, de E et des scalaires non nuls
di,...,d, € C tels que

n
a(z) = diaf + - + dyal? (z=>_ae)):
j=1
Pour tout j = 1,...,7 on choisit a; € C tel que o = d;. Comme d;z}? = (o;a})?, le changement de

coordonnées
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j=r+1,...,n,
transforme ¢ a la forme z% + - - - + 22.
(3.7.2) Théoréme (Sylvester). Pour toute forme quadratique q : E — R sur un R-ev E de dimension

n < oo il existe une base ey, ..., e, de E telle que

n
g(z) =af+- ol —al, - —aly (x:ijej).
j=1

Le couple (s,t) ne dépend que de ¢; on I'appelle la signature de ¢q. Le rang de q est égal 4 rg(q) = s + t.
Formulation matricielle : Pour toute matrice symétrique réelle A = 'A € M, (R) il existe une matrice
I, 0 0

inversible P € M,(R) telle que '‘PAP =10 —I; 0

0 0 0
Preuve. Soit r = rg(q). D’aprés Théoréme 3.3.1, il existe une base €}, ..., e}, de E et des scalaires non nuls
di,...,d. € R tels que
n
j=1

Quitte a changer I'ordre des variables, on peut supposer que l'on a

dl,...,d5>0>ds+1,...7dT;

on pose t = r — s. Le changement de coordonnées

djl‘;-, j:l,...,s
r;=q \/—d;jz}, j=s+1,...,s+t=r
x;., j:T‘—Fl,...,’I’L
transforme ¢ a la forme quadratique
2 2 2 2
Q(x):m1+"'+xs_xs+1_"'_xs+t'

Il faut encore démontrer que l'entier s (donc l'entier ¢t = rg(q) — s, il aussi) ne dépend que de la forme q.
Soit f1,..., fn une base de E telle que

n
2 2 2 2
qz) =yi+- - FYs — Yo~ Y, (= uify).
j=1
Les sous-espaces vectoriels de E
Fy = vect(est1,.--,€n), Fy =vect(f1,..., fs)
satisfont aux propriétés suivantes :
Ve e Fy q(z) <0

. } — R NF={0}).
(Ve Fyyz#0) g(x)>0

En particulier, on a
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s’ = dim(Fy) < dim(E) — dim(F}) = s.

En échangeant les roles des bases {e;} et {f;}, le méme argument montre que 'on a s < &', d’'ot s = ¢'.

(3.7.3) Exemples (calcule de la signature) : On sait, griace & la preuve du théoréme de Sylvester,
que lentier s (resp., t) est égal au nombre de termes diagonaux strictement positives (resp., strictement
negatives) d’une diagonalisation quelconque de la forme quadratique q.

(1) Dans 3.3.2(3), on a diagonalisé la forme quadratique

q(x) = CL‘% +4zr172 — 67173 + 31‘% + 22223 — 40x§

de la fagon suivante :

q(z) = (21 + 2w9 — 323)% — (w2 — Tw3)? = 22 — 2B 4+ 027,

donc
rg(q) =2,  sign(q) = (1,1).
(2) Soient
r1 X2 ,
E = {matrices réelles symétriques X =X = € M>(R)}, q(X) = det(X) = z123 — 3.
T2 X3
On a
X1 @) + xh
wl=| w | e =mea=apap e
x3 x) —
donc

rg(q) = 3, sign(q) = (1,2).
(3.7.4) Exercice. Déterminer le rang et la signature de la forme quadratique ¢ : R* — R
1
T
q( ) = xf + 2x109 — 4174 + 33:% + 8xox3 + 6x§ — 2xi.

T3
Tyq
(3.7.5) Exercice. Soient E = M, (R), ¢(X) =Tr(X?) (X € E).

(1) Déterminer la forme polaire f : E x E — R de q.
(2) Montrer que 'ona E=E_ L E,, ou

By ={X € M,(R)|'X = +X}.
(3) Montrer que I'on a, pour tout élément non nul X € Ey, I'inégalité £q(X) > 0.

(4) Déterminer le rang et la signature de q.
[Indication : Tr(XY) = Tr(Y X).]
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4. Les espaces euclidiens

Un espace euclidien est une variante abstraite de l’espace vectoriel réel R™ muni du produit scalaire
euclidien usuel (z | y) = z1y1 + -+ + Tpyn. L'espace R™ admet une base orthonormée canonique,
a savoir la base canonique, alors qu’'un espace euclidien général a beaucoup de bases orthonormées, dont

aucune n'est distinguée (exemple: tout sous-espace vectoriel de R™ est un espace euclidien). Dans le chapitre
4, K =R.

4.1 Notions de base

(4.1.1) Définition. Soit ¢ : E — R une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E. On dit que la

forme q est définie positive (resp., définie négative) si I'on a (Vo € E, x # 6) q(z) > 0 (resp., g(x) < 0).
On dit que la forme q est positive (resp., négative) si I'on a (Vo € E) q(x) > 0 (resp., ¢(x) < 0). On dit
que la forme q est indéfinie s’il existe x,y € E vérifiant q(x) > 0 > q(y).

(4.1.2) Exemple: Lorsque dim(E) = n < oo, alors le Théoreme de Sylvester 3.7.2 entraine qu’il existe
une base de E dans laquelle

Q(l”):$:{+"'$§*$§+1*"'*I§+t (+0'$§+t+1+"'+0‘$i)a

ou s, t >0, rg(q) = s+t <n,sign(q) = (s,t). Il en résulte que 'on a

q est positive t=20
q est négative s=0
q est indéfinie s,t >0

q est définie positive s=n <= t=0,r1g(q)=n

t=n < s=0,rg(q)=n

1reny

q est définie négative

En particulier, une forme quadratique définie positive (resp., définie négative) est non-dégénérée (ce qui
aussi résulte directement de la définition — exercice !).

(4.1.3) Définition. Un espace préhilbertien (réel) est un R-ev E muni d’une forme bilinéaire symétrique
f: ExE — R (le produit scalaire) dont la forme quadratique associée est définie positive. On note
(x|y) = f(z,y). Un espace euclidien est un espace préhilbertien (réel) de dimension finie.

(4.1.4) Exemples d’espaces préhilbertiens réels : (1) E = R"™ muni du produit scalaire euclidien
usuel

(T ]y) =m1y1+ -+ TnYn.
(2) E={f:[a,b)) — R | f continue} = C([a,b]; R),
b
(Fl9)= [ sg)at
(3) Tout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien (resp., d’un espace préhilbertien) est un espace euclidien

(resp., un espace préhilbertien).

(4.1.5) Bases orthonormées. Le Théoréme de Sylvester entraine (voir 4.1.2) que tout espace euclidien
E (de dimension n = dim(E)) admet une base ey, ..., e, vérifiant

(z|z)=af+-+a} (@ =" wes);
=1
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on appelle une telle base une base orthonormée de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

n
{ei} est une base orthonormée <= f(z,y) = (z|y) =x191 +  + Tp¥Yn (y = Zyiei) =
i=1

<= la matrice du produit scalaire dans la base {e;} est égale & I,, <=

1, i=j
= (ei]ej) =0di =

0, i# ]

(4.1.6) Notation: Dans la suite, jusqu’a fin du chapitre 4, on consideére un espace préhilbertien (réel) E
sur lequel le produit scalaire est noté (x | y) (z,y € E). En utilisant la notation de 3.2.1,ona: z Ly <

(x [y) = 0.

(4.1.7) Définition. Un systéme orthonormé dans E est un sous-ensemble non vide {e;} de E tel que

1, i=7
(ei | ej) = o
0, 17 7.

(4.1.8) Proposition. Si {e;} est un systéme orthonormé dans E et six =), \ie; (A; € R; la somme est
supposée d’étre finie), alors on a

Aj = (z ] €).

En particulier, les vecteurs {e;} sont linéarement indépendants (on prend xz = 0 ).

Preuve. On a
(@) = Nieileg) =D Niles [ eg) = Ay

(4.1.9) Plus généralement, un systéme orthogonal dans E est un sous-ensemble non vide {f;} de E tel

que f; # 0 et (fil fj) =0(<= fiL fj)sii##j. Dans ce cas, ona (f;| fi) >0, et les vecteurs

o fi

(fi | fi)
forment un systeme orthonormé. L’énoncé de 4.1.8 est remplacé par
(@ | f)
Z: T(f1 )

(x| fj) = (Z)\ifi | fi) = Z)‘i (il F3) =X (f5 1 fi)s

ce qui entraine (voir 4.1.8) que les vecteurs {f;} sont linéarement indépendants.

(4.1.10) En particulier, si dim(E) =n < oo et uq,...,u, € E, alors on a
U1, ..., U, est un systeme orthogonal dans £ <= wug,...,u, est une base orthogonale de F
U, ..., U, st un systéme orthonormé dans £ <= wuq,...,u, est une base orthonormée de FE.
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4.2 La norme euclidienne (= la longeur)

(4.2.1) Définition. La norme d’un vecteur x € E est le nombre réel positif ||z|| := /(x| x) > 0. En
particulier, si dim(E) = n < oo et si l'on écrit x = Y., x;e; dans une base orthonormée {e;}, alors on a
e

(4.2.2) Propriétés de base de la norme : (1) |[z]| >0, et ||z|=0 <= z=0.

(2) Pour tout A € R, ||Az|| = |A| |z
(3) Pour tous x,y € E, on a (voir 3.1.4)

lz+yl* =(@+ylet+y)=@|2)+ @y + @y + @) =z]*+ [y + 20z | y),
d’ot
(z|y) = %(Hx +yll2 =Nl = llyll?).
(4.2.3) L’inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour tous z,y € E, ona |(z | y)| < |lz||lly]-

Preuve. Si xz = 0, alors I’énoncé ne dit que 0 < 0. On peut supposer, donc, que x # 0, ce qui entraine
(x| x) = ||z]|> > 0. Pour tout ¢t € R, le nombre réel

[tz +y|? =tz +y|te+y)=t*(z|2)+2t(z|y)+ (y|y) >0

est positif. On considere 1’égalité

t2<x|x>+2t<x|y>+<y|y>_<zx)<t+§z|y>> i <xlw><y(xy|>x)<x|y>;

si 'on pose

on obtient

(z|2)(y|y) — (z]y)?
(| 2) =0

d’olt (en utilisant I'inégalité (z | ) > 0)

@lz)yly) > @ly? = Vo)V ly > VEy)? =[]yl

(4.2.4) Exercice. L’argument précédant montre que 'on a

[(z|v)|=|lz] - |yl < =«,y sont linéairement dépendants.

(4.2.5) Corollaire (“inégalité triangulaire”). Pour tous z,y € E, ona ||z +y| < ||z]| + ||yl

Preuve. On a

(Il + lly)? = Al £ yID* = l2l® + 2lzlllyll + lyl* = (2l* £ 2@ [y) + Iy1*) = 20llyll F (= | y)) > 0.

(4.2.6) Distance. Sil’on définit la distance des (extremités de) deux vecteurs x,y € E par la formule
usuelle

d(z,y) == |lz =yl (4.2.6.1)
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alors on peut reécrire I'inégalité triangulaire sous la forme plus commode (pour z,y,z € E)

d(z,z) = |z =zl = l[(z —y) + (v = 2 < llz = yll + ly — 2] = d(z, ) + d(y, 2). (4.2.6.2)

z

d(y,z)

d(x,z)

d(x,y)

X

(4.2.7) En particulier, lorsque E = C([a,b],R) (voir Exemple 4.1.4(2)), la distance de deux fonctions
continues f, g : [a,b] — R est égale &

b
d(f,g) = \/ / ((t) — g(t)? dt. (42.7.1)

ce qui signifie que la distance d(f,g) est petite si les valeurs f(t) et g(¢t) sont proches “en moyenne”. Il
y a plusieurs facons de mesurer la proximité dans 'espace C([a,b],R); on peut utiliser, par exemple, les
distances

doo(f,9) = sup |f(t) — g(t)]

t€la,b]
b 1/17
dy(f,9) = (/ (f(t) = g(®))" dt) (p=>1).

Il s’avere qu’il y a un lien etroit (“dualité”) entre les distances d, et dg si

1 1
R —T
p q
ce qui explique le réle particulier joué par la distance d(f, g) = da(f,g) “autoduale”.

(4.2.8) L’angle. L’angle de deux vecteurs non nuls z,y € F est I'unique élément ( € [0, 7] tel que

_ (]y)
cos(f3) = IR (4.2.8.1)

On note que le terme & droite dans (4.2.8.1) appartient bien a Uinterval [—1, 1], grace a I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. De plus, on a

8= < cos(f) =0 <= (z|y) =0 <= zLly.

R

4.3 Orthogonalité, orthogonalisation

(4.3.1) La méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soient uy,...,u, € E (m > 1) des vecteurs linéairement indépendants. On va construire un systéme
orthogonal f1,..., f,,, € F vérifiant
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vect(ug) = vect(f1), vect(u, ug) = vect(f1, fa), vect(uy, ug, ..., Um) = vect(f1, fo, ..., fm)-

Si lon pose e; = f;/||fil|, on obtient un systéme orthonormé e, ..., e, € E vérifiant
vect(uy) = vect(ey), vect(uy, us) = vect(eq, ez), vect(ug, ug, ..., Upm) = vect(e1, ea, ..., em).
Premiére étape. On pose f; = uj; I'indépendance linéaire des vecteurs uy, ..., u,, entraine f; # 0, d’ou
(fil fr)>o0.
Deuxieme étape. On cherche a trouver un vecteur de la forme
fa=u2+Afi (AeR)
vérifiant
il fa
)
f
f 1799
Comme
_ _ _ (fi]u2)
filfe = 0=(filutAi)=(filuw)+AXfilfi) = A=-7"FT772,
(frlf)
on définit
(f1 ] u2)
f2 =U2 — 777 f1-
(frlf1)

La relation uy = fo — Af; alors entraine

Vect(ul, UQ) = vect(fl, UQ) = vect(fl, fg)

Troisieme étape. On cherche a trouver un vecteur de la forme

f3=uz+ A fi+Aafo (A €R)

vérifiant

vect(f1, f2) L fs.

Le calcul précédant montre (en utilisant la relation f; L fa) que 'on a

filfs = 0=(filustMfi+lafe)=(filw)+M(filfi) &= M=-"7T"7,3
2l fs = 0=(falustMfi+Xafe)=(fo|lus) +X(fel|fo) &= lo=—-""T"7
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ce qui nous conduit & définir

La relation uz = f3 — A1 fi — Ao f2 entraine

vect(uy, ug, ug) = vect(f1, f2,us) = vect(f1, fa, f3)-

Si 'on répete la méme procédure m-fois, on obtient le systéeme orthogonal fi,..., f;, requis; si 'on pose
e; = fi/|lfill, on obtient le systéme orthonormé correspondant ey, ..., e,.
(4.3.2) Exercice. Appliquer la méthode de Gram-Schmidt aux éléments
1 0 -1
(Dur=1| 2 [,us=]-1],uz=| 3 | de E=R3 (muni du produit scalaire euclidien usuel);
-2 2 1

(2)ur =1, us =t, ug = t2, uy = t> de E = C([-1,1],R) (on obtient les quatre premiers polynémes de
Legendre).
(4.3.3) Proposition-Définition(“Supplémentaire orthogonal”). Pour tout sous-espace vectoriel F' C

EonaFNF+ = {6} (en utilisant la notation de §3.5). Si dim(F) < oo, alorsona E = F@®FLt =F 1 F+;
on dit que F' est le supplémentaire orthogonal de F.

Preuve. Si x € FNFL, alors z 1 z, d'ou ||z||? = (z | #) = 0, ce qui entraine z = 0. Si dim(E) < oo,
alors on peut déduire la décomposition E = F @& F*+ du Corollaire 3.6.4. En général (en supposant que

m = dim(F) < c0), il faut démontrer que l'on a F LF+Ft (voir 3.4.4(2)), c’est-a-dire que tout vecteur
x € E se décompose

? 1
r=y+z, y € F, zeF~ (=vyl2).

On suppose d’abord qu'une telle décomposition existe. On choisit une base orthonormée ey, ..., e, de F
(une telle base existe, d’apres 4.1.5). Si l'on écrit

m m
y=) wiei, z=T—y=x—) ye (i € R),
i=1 i=1

alors on a

zeFt — (Wi=1,....m) e lz < Mi=1,....,m) 0=(e;|2)=(ei|x)— .
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Réciproquement, si ’on définit

Y= Z(ei | z)e; € F, z=x—y, (4.3.3.1)
i=1
alors on obtient la décomposition cherchée

rT=y+z, y € F, ze Ft. (4.3.3.2)

(4.3.4) Projections orthogonales. Si F' C FE est un sous-espace vectoriel de dimension finie m =
dim(F) < oo, alors la preuve de 4.3.3 montre que tout vecteur € F admet 'unique décomposition (4.3.3.2).
L’application

prp:E— F
T =Y,
Z X
A
! Y F
1
F

qui associe a x sa “F-composante” y est linéaire; on ’appelle la projection orthogonale de E sur F.
Pour toute base orthonormée ey, ..., e, de F, on a

m

y=pr(@) =Y (e | v)es, (4.3.4.1)

i=1
d’apres (4.3.3.1). De plus, orthogonalité y L z entraine

m

l2l® = llgl® + 20 + 20y | 2) = Joll® + [1207 = D Cea | @) + D2l® 2 D (ei | ),
i=1

i=1
ou l'inégalité devient I'égalité <= 2z =0 <= x =y € F. On vient de démontrer I’énoncé suivant :

(4.3.5) Proposition(“L’inégalité de Bessel”). Pour tout vecteur x € E et tout systéme orthonormé
e1,...,eqm de E, on a

m
> lei | 2)* < laff?,
i=1

ot I'inégalité devient I'égalité <= x € vect(eq,...,em).

(4.3.6) En exemple en dimension infinie*
Soit E lespace E = C([—1, 1], R) muni du produit scalaire

* Ce paragraphe est facultatif.
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(f 1 g) = / g ar

e, = cos(mnt), fn = sin(mwnt) (n>1)

Les fonctions

forment un systéme orthonormé dans E (exercice !). On fixe une fonction g € E et 'on pose

ap = (g 1), an = (g | cos(mnt)), bn, = (g | sin(mnt)) (n>1).
Si lon applique 4.3.5 au systéme orthonormé eg, €1, ..., €m, f1,..., fm (ot I'on a fixé un entier m > 1), on
obtient
2 m
2 4 D +1) < ol
n—

L’entier m étant quelconque (et les termes a2 + b2 étant positifs), on en déduit 'inégalité

2

o) 1
a
T @Ry <lol = [ o2
-1
n=1
Par exemple, pour g(t) =t, on a

a; =0 b /1 tsin(mnt)dt = (—1)"* 2 Gl 2
i — U, n = a == ) = o
1 ™ 3

donc l'inégalité (4.3.6.1) devient

=1 < 72
She¥
Exercice. Soit F' = vect(f1, fa,...). Montrer que g(t) =t ne se décompose pas sous la forme
g=1vy-+z, y € F, z € Fty

en particulier, F + F+ # E.

(4.3.6.1)

(4.3.6.2)

(4.3.6.3)

Que se passe-t-il 7 Il faut qu'on considere des combinaisons linéaires infinies. Par exemple, on a
oo
L(t — E bn fn”
n=1
(ol by, sont les nombres évalués en (4.3.6.2)) pour la convergence par rapport a la norme || - || :

m
mh—I>noo Ht - Z bn fn” =0,
n=1
ce qui entraine que 'inégalité (4.3.6.3) devient ’égalité
1 m
IERLE

Plus généralement, on a, pour toute fonction g € C([—1,1],R),
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m

mli_r)n ”g_*_ (an€n+bnfn)||:0’

n=1

ce qui entraine que I'inégalité (4.3.6.1) devient 1’égalité (1’égalité de Parseval) :

Z ay +03) = llg]1*.

w‘ow

4.4 Isométries, matrices orthogonales

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension n > 1. On va étudier les isométries de E (=
les applications linéaires E — E qui conservent les distances).

(4.4.1) Changement de base orthonormée. Nous rappelons (voir 4.1.5) qu'une base B =e1,...,e, de
E est orthonormée <= la matrice A du produit scalaire dans la base B est égale a la matrice identité
I,. Sicest le cas, et si B’ = e, ...,el, est une autre base de F, alors la matrice A’ du produit scalaire dans

la base B’ est égale a

A" ='PAP ="'PI,P ="'PP,
ou P € M, (R) est la matrice (inversible) de pasage de B & B’ (d’apres (2.3.6.1)). En particulier, on a

B’ est aussi orthonormée <= PP = I,,. (4.4.1.1)
(4.4.2) Définition. Une matrice P € M,,(R) est dite orthogonale si ‘PP = I,, (ce qui entraine det(P)? =
1, d’oti det(P) = £1).

(4.4.3) Reformulation: (1) Sil'on note vy,...,v, € R" les colonnes d’une matrice P € M, (R), alors
1, ..., sont les lignes de la matrice transposée P € M, (R), donc les coefficients de la matrice Q = PP
sont égaux au produits scalaires

Qij = (vi | vj).

En particulier, on a

P est orthogonale <«— Q@Q=1, <<
<= les colonnes vy, ..., v, forment un systéme orthonormé dans R"

<= les colonnes v, ..., v, forment une base orthonormée de R".

(2) D’apres (4.4.1.1), la matrice de passage entre deux bases orthonormées est orthogonale.

(4.4.4) Proposition-Définition. Une isométrie de E est une application linéaire u : E — E qui vérifie
les conditions équivalentes suivantes :

(1) Ve,ye B (u(z) [u(y) = (z]y).

(2) Vo€ B [lu@)]| = |z,

(3) V base orthonormée ey, ...,e, de E, u(ey),...,u(e,) est aussi une base orthonormée de E.

(3’) 3 base orthonormée ey, ..., e, de E telle que u(ey),...,u(e,) soit aussi une base orthonormée de E.
(4) V base orthonormée e1, ..., e, de E, la matrice U de u dans la base {e;} est orthogonale: ‘UU = I,.
(4) 3 base orthonormée ey, ..., e, of E telle que la matrice U de u dans la base {e;} soit orthogonale:
UU = I,.

[En particuler, les isomélries de R™ (muni du produit scalaire euclidien usuel) sont les applications linéaires
X —UX, ouU € M,(R) est une matrice orthogonale.]

Preuve. 11 s’agit de montrer que les conditions sont équivalentes. Les implications (3) = (3’) et (4) =
(4’) sont automatiques.
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(1) = (2): La condition (1) entraine ||u(z)|? = (u(z) | u(z)) = (z | z) = ||z||*.
(2) = (1): La condition (2) entraine

2(u(z) | uly)) = u(@) + u(@)]]® — [u@)]> - lu@)]? = llu( + oI~ fu@)]? - |uw)]* 2
= llz+yll* = llz* = lyll* = 2(z | ).
) = (3): La condition (1) entraine (u(e;) | u(e;)) = (e; | €j) = &;j.

(1
(3") = (1): La condition (3’) entraine (e; | e;) = (u(e;) | u(e;)) = di;, pour tous 4,5 = 1,...,n. Si
="  wie ety = Z?Zl y;e; sont des vecteurs quelconques de £, alors on a

(uz) [uly)) = | D_ wiules)
i=1

n
Zyju(ej Z ziy; (ulei) | ule;)) szyz = (z | y).
=1

t,j=1
(4) = (1) = (4): Soit B = ey,...,e, une base orthonormée de E. Si l'on associe au vecteur z =
™ xie; € E le vecteur colonne X = {xz1,...,2,) € R" (et de méme pour y € E), alors I'application u
=1 Y

(resp., le produit scalaire) s’écrit X +— UX (resp., (z | y) = XY), ott 'on a noté U € M,(R) la matrice de
u dans la base B. Les implications cherchées (4') = (1) = (4) alors résultent de la formule

(u(z) |u(y)) = (UX)UY = XUUY.

(4.4.5) Exemple (symétries orthogonales): (1) Pour tout sous-espace vectoriel F' C E, la décomposi-
tion orthogonale E = F' | F'+ (voir 4.3.3) définit une application linéaire

s=sp:F—F
" (y € F, z€ Fh),
y+z — y—2z

que 'on appelle la symétrie orthogonale par rapport a F.

X
“A
=1 Y F
- :
F
—z" S(X)

Cette application est une isométrie, puisqu’on a

(@la)=@W+zly+2)=Wly)+ I+l +E1Y)=Wwly)+(z]2)
(sx) (@) =@W—21y =2)=Wly)+(=]12) =Wl - (1y)=Wwly)+(z]2)

pour tous 3,4y € F, 2,2 € Fteta =y + 2z o =y + 2.
(2) Les sous-espaces F, F- C E sont égaux aux sous-espaces
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F={x€ E|s(x) =z} =Ker(s—1d), Ft={zc E|s(zr) = -} = Ker(s + 1d).

(3) Lien avec des projections orthogonales : en utilisant la notation de 4.3.4, on a

sp(@)=y—2=2y—(y+2)=2pp(x) —2=(y+2)—22=2—2pp. (7).

(4) Représentation matricielle : soit ey, ..., €, (resp., €mi1,-..,€,) une base orthonormée de F (resp.,
de Ft); alors B=ey,...,e, est une base orthonormée de E. Comme
e;, 1 <m
s(ei) = ,
—e4, i>m,

la matrice de s dans la base B est égale a

I 0
0 _Infm .

(5) Réflexions : sidim(F*) =1 (<= dim(F)=n — 1), on dit que sr est une réflexion par rapport &

I'hyperplan F. Siu € FX, u # 0, alors e, := u/|u| est une base orthonormée de la droite F-. La formule
(4.3.4.1) (appliquée & l'espace F- au lieu de F) alors s’écrit

_ _ (@ ]uu
pre(z) = (| en)en = (u | ) )
d’out
2(z | w)u
sp(x) =z —2pp1 () =0 — ————.
(u | u)
Sier,...,en—1 est une base orthonormée de F', alors la matrice de s dans la base (orthonormée) eq, ..., e,

de E est égale a
I,—1 O
0 -1)

(4.4.6) Exercice. Décrire géométriquement des symétries orthogonales dans R3 (pour toutes les valeurs
possible dim(F) = 0,1,2,3 de la dimension de F C R3).

en particulier, det(sp)= —1.

(4.4.7) Isométries - formulation matricielle. Si I’on fixe une base orthonormée quelconque ey, ..., e,
de FE, alors E s’identifie & R™, et le produit scalaire au produit scalaire euclidien usuel. De plus, les isométries
de F s’identifient aux isométries de R"™, i.e. aux applications X — UX, ou U € M, (R) est une matrice
orthogonale (d’apres 4.4.4).

Notation: Pour tout n > 1, on note

O(n) = {U € M,,(R) | UU = I,,} = {isométries de R"} = O"(n) UO~ (n)
SO(n) = Ot (n) = {U € O(n) | det(U) = +1}
O~ (n)={U €0(n) | det(U) = —1}.
On appelle O(n) (resp., SO(n) = OT(n)) le groupe orthogonal (resp., le groupe orthogonal spécial)
de R".

(4.4.8) Exemples: (1) O(1) = {£1}, SOQ1)={1}.
(2) On a (voir 4.5.5-6 ci-dessous)
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SO(2) = O1(2) = {rotations dans R? autour d’origine}
O~ (2) = {réflexions dans R?}.
(3) On a (voir 4.6.5 ci-dessous)

SO(3) = O*(3) = {rotations dans R? autour d'un axe contenant 1'origine}.

4.5 Isométries de R?
Dans ce paragraphe, F = R? est muni du produit scalaire euclidien usuel (z | y) = z1y1 + 2yo.

L1 Y1

(4.5.1) Les angles orientés dans R?. Soient z = ) ety = ( ) des vecteurs non nuls de R?. On
T2 Y2

peut raffiner la définition générale (voir (4.2.8.1)) de I’angle non orienté 5 € [0, 7] de x et y (qui ne dépend

de Vordre de z et y) de la fagon suivante. On pose

1 Y
A=

T2 Y2

et 'on définit I’angle orienté entre les vecteurs z et y (I'ordre de = et y est important) par la formule

N {5, siA>0 (yel0,7)])
zy="7 =
0, siA<0 (ye€(—m0))
A>0 A<O

Il est plus commode de considérer un angle orienté comme une “classe de nombres réels modulo 27", plutot
qu’un nombre réel qui appartient & Uinterval (—m, 7]. Ce point de vue signifie que les angles orientés sont
représentés par des nombres réels quelconques, et que deux nombres réels déterminent le méme angle orienté
<= leur différence est un multiple entier de 27 (par exemple, —57 et 7 représentent le méme angle orienté).
Tout angle orienté admet I'unique représentant qui appartient & (—m,7].

(4.5.2) Description géométrique des isométries de R?
Rotations (autour d’origine) :

Pour tout angle orienté «, la rotation (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) autour d’origine de
I’angle o est 'unique isométrie  : R? — R? vérifiant

(Vz € R?, x # 6) 'angle orienté entre x et r(x) est égal A a.

Réflexions :

Pour toute droite F' qui passe par lorigine, la réflexion par rapport & F' (voir 4.4.5(5)) est une isométrie
s = sp : R? — R? vérifiant

Vr € R? s(s(z)) ==z, sos=1Id.
La droite F' (= ’axe de s”) est égale a
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F = {z € R?|s(z) = 2} = Ker(s — Id).

s(x)

(4.5.3) Composée de deux réflexions = rotation

Soient F, F’ C R? des droites qui passent par I'origine; on note s = sp, s’ = sp/ les réflexions correspon-
dantes. On fixe des vecteurs non nuls v € F et v’ € F’. Si a est ’angle orienté entre u et u’, alors

ssos=r

est la rotation autour d’origine d’angle (orienté) 2c.

S (s(x) A

De méme,

sos’ =sto(s) P =(sos) =1

est la rotation autour d’origine d’angle (orienté) —2a.
(4.5.4) Proposition. On a
a —Ac
0(2) = ‘)\::tl,a,cER,cf—&—cz:l ,
c  Aa

Preuve. Soient a,b,c,d € R. On a

d

c d c

a b a b
€02 = , est une base orthonormée de R?

— =P +d=1, (Z) € (Vect(C)))L:VGCt((—:))

b —c
— d+32=1, =A ,
d a

o7
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(4.5.5) Proposition. (1) On a

SO(2)=0+(2):{<a _C> aeR}.

(2) L’isométrie définie par la matrice R(«) est la rotation autour d’origine d’angle (orienté) c.

a,ceR, a2+ = 1} _ {R(a) _ (COS(a) —sin(a)>

sin(a)  cos(a)

Preuve. (1) La premiere égalité résulte de 4.5.4; la seconde du fait que les points du cercle a® + ¢* = 1
s’écrivent a = cos(), ¢ = sin(a) (o € R).

(2) Comme sin(a + 27) = sin(«) (et de méme pour cos), la matrice R(«) ne dépend que de “la classe de «
modulo 27" (voir 4.5.1), donc on peut supposer que 'on a a € (—, 7).

u
Pour tout vecteur z = € R? on a ||R(a)z| = ||z]| = Vu? + v? (puisque la multiplication par R(«) est

v
une isométrie). Soit G € [0, 7] 'angle (non orienté) de = et R(«)x (voir 4.2.8); il résulte de

(x| R(a)x) = (<u> ’ <au_cv>) = u(au — cv) + v(cu 4 av) = a(u? + v?)

v cu + av
que l'on a
_ @ R()
cos(f) = TelR@)l] a = cos(a),

d’ott @ = £f. D’autre part, I’angle orienté entre = et R(«)x est égal a

0, siA>0
’Y:
-0, si A <0,
ou

u au —cv

N
|

= c(u? +v?) = (u?® +v?)sin(a);

v cu-+av
on en déduit
A>0 < sin(a) >0 <= ac|0,n] < a=4
A<0 < sin(a) <0 <= ac(-m0) = a=-0,
d’ou v = a.

(4.5.6) Proposition. On a

o{(: )

Preuve. Les deux premieres égalités résultent de 4.5.4-5. On sait que {réflexions dans R?} C O~(2), d’apres
4.4.5(5). Réciproquement, 'application linéaire

u U
s:R?* — R, 5 — ,
v —v

qui est représentée par la matrice

1 0
a,c€R, >+ = 1} = {g ( ) ‘g € O+(2)} = {réflexions dans R?}.
0 -1



1
est une réflexion par rapport a ’axe horisontal F' = vect(u), u = ( . Pour toute matrice
0

g= (a ‘ ) c0~(2) (> +c2=1),

c —a

a —c 1 0
c a 0 -1

Soit u' € R? un vecteur non nul tel que angle orienté entre u et u’ soit égal & a/2. Si 'on note S’ € O~(2)
la matrice qui représente la réflexion de 1’axe F”; alors on a S’S = R(«), d’aprés 4.5.3. On en déduit que la

matrice

on a

g=R(a)S=95S5S=9

représente une réflexion, d’ott {réflexions dans R?} = O~ (2).
(4.5.7) Formulaire. Pour simplifier, on identifie toute matrice g € O(2) a I'isométrie de R? représentée
par g.

(1) R(a)R(B) = R(a+ ) = R(B)R(a), R(a)™! =R(-a).
(2) Pour toute réflexion s € O~ (2) et toute rotation r = R(a) € OF(2),ona s’ =1 (<= s =5s)et

Pour démontrer cette formule, on peut faire un dessin (exercice !), ou 'on écrit

1 0 1 0 1 0
5= < ) R(B), sR(a)s™! = ( ) R(B)R(a)R(—P) ( ) =
0 —1 0 -1 0 -1

1 0 1 0
= < > R(«) < ) = R(—a) = R(a)™".
0 -1 0 -1

(3) Les valeurs propres de la matrice R(«) sont égales & cos(a) 4 isin(a) = e (un énoncé plus général
est démontré en 4.5.9(5) ci-dessous).
(4) Les valeurs propres d’une réflexion s € O~ (2) sont égales & +1; 'axe de s est égal a Ker(s—1I) (d’apres

4.4.5(5) et 4.4.5(2)).
(4.5.8) Formules complexes. Il existe une identification naturelle (R-linéaire) de R? & C :

X
R? — C, ( ) = 2+ gy, (4.5.8.1)
Y

Pour tout nombre complex w = u + v, la multiplication par w

z=x+iy— wz = (u+w)(x+iy) = (ur — vy) + i(ve + uy)

définit, en utilisant I'identification (4.5.8.1), une application R-linéaire R? — R?
T uT — vy U —v T
— = ;
Y VT + Uy vou Y
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M(w) = M(u + iv) = ( ) € My(R) (4.5.8.2)

la matrice représentative de cette multiplication.
(4.5.9) Propriétés des matrices M(w)

(1) Mw+w')=Mw)+ M) (car (w+w')z = wz + w'z);
(2) M(ww") = M(w)M(w') . (car (ww')z = w(w'z));
(3) VweR M(w)= Z} ;

_ _ ( cos(a) —sin(a) )
(4) Lorsque o € R et w = €' = cos(a) + isin(), alors on a M (e'*) = = R(a);
sin(a)  cos(«)
(5) Les valeurs propres de la matrice M (u-+iv) sont les racines du polynéme A2 —2ul+(u?+v?) = 0, & savoir
A1.2 = uiv (en particulier, les valeurs propres de la matrice R(a) sont égales & cos(a)+isin(a) = e*'@).

(4.5.10) Les nombres complexes et les isométries de R?. 1l résulte de 4.5.8-9 (et de 4.5.5-6) que les
isométries de R? s’écrivent sous la forme complexe suivante (en utilisant 1'identification (4.5.8.1)) :

rotations : z etz réflexions : z > €7 (4.5.10.1)
On déduit la seconde formule du fait que ’action du conjugué complex z = z + iy — Z = x — 1y correspond

1 0
a l'action de la matrice .
0 -1

(4.5.11) Exercice. (1) Lesquelles, parmi les matrices suivantes, sont orthogonales ?

1 (V31 1 (V3 -1 1 (V3 -1 1 (V3 1

2 1 _\/g ’ 2 1 _\/g ’ 2 -1 _\/g ’ 2 -1 \/g
(2) Pour toute matrice orthogonale de (1), décrire géométriquement I'isométrie correspondante de R2.
(3) Ecrire les isométries de (2) sous la forme complexe (4.5.10.1).

(4.5.12) Exercice. Déterminer les vecteurs propres de la matrice M (u + iv). Cette matrice est-elle diago-
nalisable ?

4.6 Isométries de R"

(4.6.1) Proposition. Toute valeur propre A € C d’une matrice orthogonale U € O(n) vérifie |A| = 1.

Preuve. Voir 6.5.6 ci-dessous.

(4.6.2) Théoréme. Pour toute isométrie v : E — E d’un espace euclidien E de dimension dim(E) = n il
existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de u soit égale a

I, 0 0 - 0
0 I, 0 - 0
0 0 R(a) --- 0
0 0 0 R(cm)
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ot a+b+2m =n et a; n'est pas un multiple entier de w. En particulier, det(u) = (—1)°.

Formulation matricielle : Pour toute matrice orthogonale U € O(n) il existe une matrice orthogonale
P € O(n) telle que P71UP soit de la forme ci-dessus.

(4.6.3) Théoréme. Toute matrice orthogonale U € O(n) s’écrit U = s ---s,, our < n et chaque s; est
une réflexion.

(4.6.4) Exemple (n =2): SiU € O™ (2), alors U = s; est une réflexion. Si U € O (2), alors U est une
rotation, donc U est égale au produit de deux réflexions U = s7s3.

(4.6.5) Exemple (n = 3): SiU € O(3), alors il existe un changement de base orthonormée (défini par une
matrice P € O(3)) tel que P~1UP s’écrive sous la forme suivante :

1 00 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 1 0f, 01 0|, 0 cos(B) —sin(pB) |, 0 cos(B) —sin(f)
0 01 0 0 -1 0 sin(B)  cos(f) 0 sin(B) cos(f)

(ot 3 n’est pas un multiple entier de 27). On peut décrire géométriquement l'isométrie de R? représentée
par U selon les quatre classes de P~'UP ci-dessus :

(0) L’application identité.

(1) Une réflexion par rapport au plan Ker(U — I3).

(2) Une rotation d’axe Ker(U — I5) et d’angle § # 0 (déterminé a un signe pres) vérifiant Tr(U) =
1+ 2cos(f).

(3) Un produit de trois réflexions (qui n’est pas une réflexion).

De plus, U appartient & la classe n = 0,1,2,3 <= rg(U — I3) =n <= U est un produit de n, mais pas
de moins que n, réflexions.

(4.6.6) Exercice. (1) Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales :

1 -2 -2 1 -2 2 1 2 2 -1 2 2

1 1

-2 1 =2, =l-2 1 21, =|-2 -1 2|,
3 3

-2 -2 1 —2 -2 -1 —2 2 -1 2 2 -1

—_
Wl

(2) Pour toute matrice de (1), décrire géométriquement I'isométrie de R? correspondante (en utilisant 4.6.5).

(4.6.7) Exercice. Soit U € O(3). (1) Montrer que A = det(U) est une valeur propre de U.
(2) Soit x € R? un vecteur propre de U de valeur propre \. Montrer que le plan x* vérifie U(zt) = xt.
(3) En déduire I’énoncé de 4.6.5.
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5. Diagonalisation “difficile” d’une forme quadratique réelle

5.1 Le résultat principal

(5.1.1) Exemple: La forme quadratique

x
¢:R? — R, q(( )):2x2—4xy+5y2
Y

est définie positive; I’équation

q=22" —dxy+5y° =1 (5.1.1.1)
définit une ellipse :
y’ y
b X’
)
1
X

On cherche & trouver une rotation P € O1(2) qui diagonalise la forme quadratique g, i.e. qui transforme
Péquation (5.1.1.1) & une équation diagonale

x z’
diz”? + doy”? =1, =P .
Yy Yy’

1 0 2 =2
La matrice de la forme ¢ dans la base canonique e; = < ), ey = ( ) est égale a A = ( ) 1l
0 1

s’agit de trouver une matrice P € Ma(R) vérifiant

PP =1, det(P) =1 (5.1.1.2)
di 0

PPAP = =D. (5.1.1.3)
0 do

Comme ‘P = P! la condition (5.1.1.3) équivaut a
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P'AP=D <= (Ae||Aey) = AP = PD = (di€} | daeh), (5.1.1.4)

ol 'on a noté e, e} les colonnes de la matrice P = (¢} | €5). Autrement dit, (5.1.1.4) signifie que €, e, sont
des vecteurs propres de A, et di,ds sont les valeurs propres correspondantes (voir 1.6.6). De plus, la
premicre condition de (5.1.1.2) entraine que les vecteurs e}, €5 forment une base orthonormée de R?.

On va déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Les racines du polyndéme caractéristique
de A

Pa(t) =% — Tr(A)t +det(A) =t — Tt +6 = (t — 1)(t — 6)

sont égales a Ay = 1 et Ao = 6. On peut résoudre les équations

(A-Tey =0,  |eifl=1,  (A=6D)e; =0,  [ehf =1,

sans difficulté; on obtient

On a e} L e (voir 6.5.6 ci-dessous), donc tous les choix possibles des signes donnent lieu & une matrice
orthogonale P € O(2). Il faut choisir les signes pour que 'on ait det(P) = 1; par exemple, on peut prendre

L (2 -1
P=(e’1|e’2)=¢5<1 2>,

ce qui définit une rotation P € O1(2) vérifiant

At 0 10
'‘PAP =P 'AP = = :
0 A 0 6

On peut aussi faire le calcul a la main :

@ a! 22/ — yf o'+ 2y
_p —2'e, + e, = y’ _ Yy
<y> (z/) L V5 ! V5

2(417/2 _ 4x/y/ + y/2) _ 4(2$' _ y/)(x/ + 2y/) + 5(x/2 + 4x/yl Jr4y12) _ I/2

222 — day + 5y? = 2,

+ 6y

Voici le résultat général.

(5.1.2) Théoréme. Toute matrice réelle symétrique A = ‘A € M,(R) admet n vecteurs propres
€l,...,el, € R"™ qui forment une base orthonormée de R"™ (par rapport au produit scalaire euclidien
usuel). La matrice P = (e} | ---| €l,) € M, (R) est orthogonale (‘PP = I,,) est I'on a

AN - 0
'PAP=P7'AP=| : . (A€ = Ajel, Aj € R).
0 -\,
L’isométrie X = PX' transforme la forme quadratique q(z) = X AX & une forme quadratique diagonale
{PX"YA(PX') ='X""PAPX' = M2 + -+ \22.

(5.1.3) Remarques. Soit 4 = ‘A € M,(R) une matrice réelle symétrique.
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(1) Quitte a remplacer un vecteur propre €; par —e’;, on peut trouver P telle que I'on ait det(P) =1 ( <=

P € O*(n)).

(2) Toutes les valeurs propres de A sont réelles (voir 6.5.6 ci-dessous).

(3) Les vecteurs propres de A qui correspondent aux valeurs propres distinctes sont orthogonaux par rapport
au produit scalaire euclidien usuel (voir 6.5.6 ci-dessous).

(4) Sila matrice A a n valeurs propres distinctes, alors I’énoncé de Théoreme 5.1.2 résulte de (2) et (3).
(5) Sila matrice A a des valeurs propres multiples, alors on déduit de (2) et (3) que Théoréme 5.1.2 équivaut
& la diagonalisabilité de la matrice A (dans ce cas on choisit une base orthonormée de chaque sous-espace
propre Ker(A — \;I), et ensuite on prend leurs réunion).

(6) Afin de démontrer Théoreme 5.1.2; on le traduit & une forme abstraite.

(5.1.4) Exercice. Trouver une rotation P € O"(3) qui diagonalise la forme quadratique
x
¢:R* — R, q( Y ):m2—16xy—|—8xz+y2+8yz—|—7z2.

z

5.2 Adjoint

11 faut d’abord trouver uve variante abstraite de la condition de symétrie A = A.

(5.2.1) Exemple: Le produit scalaire euclidien usuel (z | y) = x1y1 + -+ + Zpyn sur R” satisfait & la
propriété suivante :

VM e M,(R) Vz,y e R" (Mz | y) = (Mzx)y ="2"My = (x | 'My).
Le passage a la matrice transposée admet la variante abstraite suivante.

(5.2.2) Proposition-Définition. Soit E un espace euclidien. Pour toute application linéaire f : E — E
il existe I'unique application linéaire 'f : E — E (on I'appelle I’adjoint de f) vérifiant

Ve,ye B (f(@)y) = (x| ().
Pour toute base orthonormée B de E, on a

(la matrice de ’f dans la base B) = {(la matrice de f dans la base B).

Preuve. On fixe une base orthonormée quelconque de Ej; soit M € M, (R) la matrice de f dans B. Si l'on
associe & tout vecteur z € E le vecteur colonne X € R" des coordonnées de z dans B, on a (z | y) = XY
On suppose que Iapplication f existe; soit N € M, (R) la matrice de tf dans B. Le calcul que ’on a effectué
dans 5.2.1 montre que 'on a

Veye B OIX'MY = (MX)Y = (f(2) | y) = (¢ | f(y)) = 'X(NY) = ‘XN,
d’ou
VX,Y e R" X'MY ='XNY <= N=".

En particulier, la matrice N est déterminée par M, ce qui montre 'unicité de 'f. Réciproquement, si I’on
définit 'f : E — E comme lapplication linéaire représentée dans B par la matrice M, le calcul précédent
montre que l'on a

Yo,y € B (f(z) |y) = (= |f(y)).
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(5.2.3) Définition. Soit E un espace euclidien. Une application linéaire f : E — E est dite symétrique
si 'on a 'f = f. Cette condition équivaut a Vr,y € E (f(x)|y) = (x| fly)) < la matrice de f dans
une (<= dans toute) base orthonormée de E est symétrique.

(5.2.4) Théoréme (variante abstraite de 5.2.1). Soit E un espace euclidien. Pour toute application
linéaire symétrique f = !f : E — F il existe une base orthonormée ¢/, ... e/, de E dont les éléments
sont des vecteurs propres de f : f(e}) = A\je (A; € R).

Preuve. On admet une variante faible de 5.1.3(2), & savoir l’existence d’une valeur propre réelle A € R de f;

soitz € B,z # 0, f(x) = Az. Le sous-espace vectoriel Rz = vect(z) C E est une droite; son supplémentaire
orthogonal E; = (Rz)* C E est un espace euclidien de dimension n — 1. On prétend que f(F;) C E; : en
effet, si y € Ey, alors (z | y) = 0, donc

(@ | f(y) = (f(2) [y) = Az [y) = Az [y) =0,

ce qui signifie que f(y) € E7. Il en résulte que la restriction de f a F; définit une application linéaire

f1: By — Eq, y— f(y).

L’application f étant symétrique, fi est aussi symétrique. On pose €] = x/|z| et 'on applique le méme
argument a l'application fi; on obtient, par récurrence, la base orthonormée cherchée de F.
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6. Formes hermitiennes, espaces unitaires

Les espaces unitaires sont des analogues complexes des espaces euclidiens. Leurs généralisations en dimension
infinie (les espaces de Hilbert complexes) jouent un rdle fondamental dans la théorie quantique.

6.1 Notions de base
(6.1.1) La positivité du produit scalaire euclidien usuel se déduit de I'inégalité élémentaire

VreR z2 > 0.

L’analogue complex de cette inégalité

Vze C z2z>0
nous conduit a ’exemple suivant.
(6.1.2) Exemple: le produit scalaire hermitien usuel sur C”
(@|y) =2F=2G+ - +Talp (z,y € C")
est positif au sens suivant
(Vx e C*z#0) (x| x)=21T1 + -+ + TpTp > 0,

mais il n’est pas bilinéaire; il est linéaire en x

(@+a’|y)=(zly+ @y, Qzly)=A=]y) (z,2',y € C"; A € C)
et anti-linéaire en y:

(@ly+y) =@y +@ly), (z]ry)=X(z]y) (z,y,9' € C"; A € C).
C’est un cas particulier de la notion abstraite suivante.

(6.1.3) Définition. Soit E un C-ev. Une forme hermitienne sur F est une application f : Ex E — C
(autrement dit, une fonction f(x,y) en deux variables z,y € E a valeurs complexes) telle que
(1) Silon fixe y € E, la fonction f(x,y) est linéaire en x:

fle+2,y) = flz,y)+ f@,y),  fAz,y)=Xf(z,y) (z,2',y € E; A € C).

(2) Silon fixe x € E, la fonction f(x,y) est anti-lindaire en y:

f(l',y-i—y/):f($7y)+f((£,yl), f(ny)zXf(ac,y) (x7y7y/€E;)\€C)'

(3) Ve,ye B fly,x) = f(=z,y).
[Les conditions (1) et (3) entrainent (2).]

6.2 Représentation matricielle des formes hermitiennes

(6.2.1) On suppose que n = dim(E) < oco. Un choix d’une base B = {e1,...,e,} de F nous permet
d’identifier F & C™ (voir 1.1.8 ci-dessus). En particulier, soient x = z1e1+- - -+ xnen ety =y1e1+- - +ynen €
E des vecteurs de E; on note
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Z1 Y1
X=Mpx)=| : |, Y=msip)=| : | eC
Ln Yn

les vecteurs colonnes qui représentent = et y dans la base B.

Si f:E x E — C est une forme hermitienne, alors on a

Fley) = 1O mjes, > ywer) = Y ;i fles, > yker) = Y x; > T flesen) = > flejen) z,T
j=1 k=1 j=1 k=1 Jj=1 k=1 7,k=1

(6.2.1.1)

(6.2.2) Définition. Sous les hypotheses de 6.2.1, on appelle la matrice carrée A = (Aj,) € M,(C), ou
Aji = f(ej,er), la matrice de f dans la base B. On a

Akj = f(ek, ej) = f(ej, ek) = Ajk, tA = Z

(6.2.3) Ecriture matricielle. En utilisant la matrice A, on peut exprimer (6.2.1.1) comme le produit
matriciel

A o A, U1
flay) =Y Apagy=(r-az,)| © o © | =X 4Y. (6.2.3.1)
j k=1
8 Anl o Ann ?n

(6.2.4) Définition. Une matrice carrée complexe B = (Bj;) € M,(C) est dite hermitienne si I'on a
!B =B (<= By = Bj pour tous j,k = tous les termes diagonaux B;; € R sont réels). En particulier,
une matrice carrée réelle est hermitienne <= elle est symétrique.

(6.2.5) D’apres 6.2.2, la matrice d’une forme hermitienne dans une base quelconque de F est hermitienne.
Réciproquement, pour toute matrice hermitienne A € M, (C), la formule (6.2.3.1)

flz,y) ='XAY

définit une forme hermitienne sur E: les propriétés 6.1.3(1)-(2) sont vérifiées automatiquement; pour
démontrer la propriété 6.1.3(3), on suit le calcul de 2.3.5: comme f(y,z) € C = M;(C) est égal a sa
transposée, on a, pour tous z,y € E,

fly,z) =YVAX = ('Y AX) = X'AY = X AY =tXAY = f(z,v).

(6.2.6) Changement de base. Soit B’ =e€],...,e!, une autre base de E; on note P € M, (C) la matrice
de passage (inversible) de B & B’. En utilisant les formules usuelles

T x)

n n
_ o /N _ . r_ : _ /
xfg xjejfg xje;, X = : , X' = : , X =PX
Jj=1 Jj=1

Ty x;,

(ot X, X’ € C™ sont les vecteurs colonnes de coordonnées de x € E dans les bases respectives B, B’), on
calcule la matrice (hermitienne) A" € M,,(C) de f dans la base B':

f(z,y) = 'XAY = (PX")A(PY") = 'X'("PAP)Y’

tx! AT } - A ='PAP.
flz,y) ="X"A"Y’
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6.3 Les analogies avec la théorie de formes quadratiques

(6.3.1) Soit f: E x E — C une forme hermitienne. On appelle la forme quadratique hermitienne
associée a f la fonction

q: E— C, q(z) = f(z,z) = 'XAX.

Par exemple, si E = C? et si la matrice de f dans la base canonique est égale &

1 1+2¢
A= ,
1—-2¢ 3

f(@,y) =219, + (14 20)217, + (1 — 20) 227 + 3229,
q(l‘) = 2171 + (1 + 22'):1?152 + (1 — 22’)90251 + 3x2To

alors on a

(6.3.1.1)

La forme f est déterminée par ¢, ce qui résulte de la représentation matricielle (voir (6.3.1.1) ci-dessus) ou
des formules abstraites suivantes :

gz ty)=flxty,vty) = flz,z)+ fly,y) £ (f(z,9) + f(y,2)) = q(z) + q(y) £ (f(2,y) + f(y,2))
q(z *iy) = f(z tiy,x +iy) = f(x,2) + f(y,y) Ti(—f(2,y) + f(y,7)) = q(x) + q(y) T i(—f(2,y) + f(y,x))
Af(x,y) = q(z +y) — q(z — y) +iq(z + iy) — iqg(x — iy).

(6.3.2) La théorie de formes quadratiques (voir le chapitre 3 ci-dessus) admet une variante hermitienne :
sous les hypotheses de 6.2.1, on définit

rg(f) == rg(A)
f est non — dégénérée <= rg(f)=n <= det(A)#0

zly << f(z,y)=0(<—= ylux) (r,y € E)
VS C E (S non vide) St.={yecFE|VzeS zLly}=(vect(S))" est un sous — espace vectoriel de F
N(f) = B*

Les résultats du §3.6 sont valables : si f est non-dégénérée et si F' C E est un sous-espace vectoriel, alors on a
dim(F1) = dim(E) —dim(F). De plus, si FNF+ ={0},alorsona F = F&F+ = F 1 FL. Théoreme 3.3.1
(diagonalisation “facile” d’une forme quadratique) et Théoréme 3.7.2 (théoreme de Sylvester) admettent les
variantes hermitiennes suivantes (dont les démonstrations sont analogues aux celles du chapitre 3).

(6.3.3) Théoreéme (diagonalisation facile d’une forme hermitienne). Pour toute forme hermitienne
f:Ex E — C sur un C-ev E de dimension finie il existe une base B’ = {€}, ..., el,} de E dans laquelle la
matrice de f est diagonale :
. n n
fla,y) = iyl + - + dnay, (=Y alel, y=> yje))
j=1

j=1
(otids,...,dn € R).

(6.3.4) Exemples: (1) Pour la forme hermitienne (6.3.1.1), on a

q((E) =171 + (1 + 2’L')£C1T2 + (]. - 2i)$2§1 + 3{E2T2 = (ZL’l + (]. - 22)%2)(51 + (1 + 21)?2) - 2%2@2 =

T I o . o
= xjz] — 2z, xp =x1 + (1 — 20)xo, Ty = Xa.
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(2) Pour la forme hermitienne f dont la matrice (dans la base canonique de C?) est égale &

0 a
A:< > (CLGC,G/#O),
a 0

a

on a

q(z) = ax1Te + aroT.

Le changement de coordonnées
x} (axy + z2)/2 X1 (x} + %) /a
xh (axy — x2)/2 ’ T ) — b

q(z) = 2(z) x| — hal).

transforme q a

(6.3.5) Théoréme (variante hermitienne du théoréme de Sylvester). Pour toute forme hermitienne
f:ExE — C sur un C-ev E de dimension finie il existe une base B = {e1,...,e,} de E dans laquelle on
a

fx,y) =211+ -+ 26¥s — Toqp1Tss1 — ** — TsttYstt-

Les entiers s,t > 0 ne dépendent que de la forme f (on a s+t =rg(f)).

6.4 Espaces unitaires

(6.4.1) Définition. Une forme hermitienne f : E x E — C est dite définie positive si l'on a (Vz €

E,x#0) f(z,x2) > 0. Sic’est le cas, on dit que E (muni du produit scalaire hermitien (z | y) = f(z,y)) est
un espace préhilbertien complex (resp., un espace unitaire si dim(FE) < oo). Une matrice hermitienne
A € M,(C) est dite définie positive (notation: A >> 0) si la forme hermitienne associée f(z,y) = 'XAY

Pest : (YX € C", X £ 0) 'XAX > 0.

(6.4.2) Exemples: (1) E = C", muni du produit scalaire hermitien usuel (x | y) = 217, + - - - + Tp7,,, st
un espace unitaire.
(2) L’espace des fonctions continues & valeurs complexes

b
E={f:]a,b] — C| f continuous} = C([a, b]; C), (flg) :/ ft)g(t)dt

est un espace préhilbertien complex.

(6.4.3) (1) Il résulte du Théoréme 6.3.5 que tout espace unitaire E admet une base B = ey, ..., e, dans
laquelle on a

(z|y) =191+ + 20T, (= mje;, y= > yje;)
j=1 j=1
(voir 6.4.2(1)); on dit que B est une base orthonormée de FE.
(2) La définition d’un systéme orthonormé dans E reste inchangée (voir 4.1.7). Par exemple, les fonctions
fm(t) = €*™™ = cos(2mmt) + i sin(27mt) (m=0,£1,£2,...)
forme un systéme orthonormé dans U'espace C([0,1]; C).
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(6.4.4) La norme. La norme d’un vecteur z d’un espace préhilbertien complex E est définie par la formule
usuelle

2] := v/ (z [ ) = 0.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (variante hermitienne) :
veye B (@ |yl < |yl (6.4.4.1)

Pour démontrer (6.4.4.1), on modifie légérement 'argument de 4.2.3 : en supposant que x # 0, on a, pour
tout ¢ € R,

02tz +ylP =@ 2) +t (@] y) +@9) +y]y) =

@y @lo)@ly -]y
x| x

(x| z) (x| ) ’

si Pon prend ¢t = —(x | y)/(x | ), on obtient (6.4.4.1) (en utilisant 'inégalité (z | ) > 0).

= (x|2) +

t+

6.5 Isométries, matrices unitaires

Soit E' un espace unitaire de dimension n > 1. Les énoncés du § 4.4 admettent les variantes hermitiennes
suivantes.

(6.5.1) On fixe une base orthonormée B de E. Soit B’ une base quelconque de E; on note P € M, (C) la
matrice (inversible) de passage de B & 13'. Les matrices A, A’ du produit scalaire hermitien dans les bases
respectives B, B’ sont égales &

A=1,, A" ='PAP ='PP,
d’ou
B’ est une base orthonormée <<= A' =1, <= PP=1I,.

(6.5.2) Définition. Une matrice P € M,(C) est dite unitaire si I'on a 'PP = I,, (ce qui entraine que
|det(P)| =1). On note que, si P est unitaire, alors P 1’est aussi.

(6.5.3) Isométries. Une isométrie de E est une application linéaire v : E — E vérifiant

VeeE  u(@)] =z < Ve,yeE  (u()|u(y)) = (z|y)

En écrivant u(z) = UX et (z | y) = ‘XY dans une base orthonormée quelconque de E, le méme calcul que
l'on a effectué dans 4.4.4

(u(2) | u(y)) = (UX)TY = 'X(VT)Y

montre que l'on a
u est une isométrie <= la matrice U de u dans une base orthonormée de F est unitaire
<= la matrice de u dans chaque base orthonormée de E est unitaire.
En particulier, les isométries de C™ (muni du produit scalaire hermitien usuel) sont les applications linéaires
u:C" — C", X—UX, U € M, (C) unitaire.
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Si I'on utilise la notation suivante
U(n) = {matrices unitaires U € M,,(C)} = {isométries de C"}
SU(n)={U eU(n) |det(U) =1},

alors on a

et I'on peut identifier

a SO(2), grace a (4.5.10.1).
(6.5.4) Exercice. Montrer :

a,c € C, |a]* + [c]> = 1}.

(6.5.5) Proposition (valeurs propres de matrices unitaires et hermitiennes). Soit A € M, (C) une

matrice complexe, soient x,y € C™ des vecteurs propres de A: x,y # 6, Az =Xz, Ay = py (A, p € C). On
note (x| y) = ¥y le produit scalaire hermitien usuel sur C™.
(1) Sila matrice A est unitaire, alors on a |\| = |u| = 1. Si X # u, alors on a (x | y) = 0.
(2) Sila matrice A est hermitienne, alors on a A\,;u € R. Si A\ # p, alors on a (z | y) = 0.
Preuve. (1) La matrice A étant unitaire, on a

Yu,v € C" (Au | Av) = (Au)Av = w'A A ='uv = (u | v).
Si 'on prend u = v = x, on obtient

0# (2] 2) = (Az | Az) = O [ \z) = A (z | 2) = [A]* (2 | 2),
d’out |A| =1 (de méme, |p| =1). Silon prend u = z et v =y, on obtient

(@|y) = (Az | Ay) = Oz | py) = M (2 | y) = A~ (= | p);

si A # p, on en déduit que (z | y) = 0.
(2) L’égalité *A = A entraine

Yu,v € C" (Au | v) = (Au)p = u'Av = u Av = (u | Av).
Si 'on prend u = v = x, on obtient
Az lz) = |2)=(Az | 2) = (z | Az) = (z | M) = Az | 2);

comme (x | x) # 0, il en résulte que A\ = X\ est réel (de méme, 1 is réel). Si 'on prend u = x et v = y, on
obtient

Aaly) = ly) = Az |y) = (x| Ay) = (= | py) =7 (x| y) = p(z | y);
si A # p, on en déduit que (z | y) = 0.
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(6.5.6) Corollaire (valeurs propres de matrices orthogonales/matrices symétriques réelles).

Soit A € M,(R) une matrice réelle, soient x,y € C" des vecteurs propres complexes de A: z,y # 0,
Az = Mz, Ay = py (\,p € C). On note (z | y) = ¢y le produit scalaire hermitien usuel sur C™.

(1) Si la matrice A est orthogonale, alors on a |A\| = |u| = 1. Si A # u, alors on a (z | y) = 0.

(2) Sila matrice A est symétrique, alors on a A, € R. Si A # u, alors on a (z | y) = 0.

(6.5.7) Théoréme (diagonalisation difficile d’une forme hermitienne. Pour toute forme hermitienne
f sur un espace unitaire E il existe une base orthonormeée de E dans laquelle la matrice de f est diagonale
(dont les éléments diagonaux sont réels).

Formulation matricielle : Pour toute matrice hermitienne A € M, (C) il existe une matrice unitaire
P € U(n) telle que la matrice ‘'PAP = P~YAP est diagonale (dont les éléments diagonaux sont réels). Plus
précisement, les colonnes de P sont des vecteurs propres de P qui forment une base orthonormée de C™ (par
rapport au produit scalaire hermitien usuel).

Preuve. 11 faut modifier la preuve de 5.2.4 de la facon suivante. On définit I’adjoint hermitien "f de f
vérifiant (f(z) | y) = (z | f(y)), et 'on montre que les matrices respectives M, N de f,"f (dans une base
orthonormée quelconque de E) vérifient N = M.

Le méme argument permet de démontrer le résultat suivant.

(6.5.8) Théoréme (variante hermitienne de 4.6.2). Pour toute isométrie v : E — E d’un espace
unitaire F il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est diagonale (dont les
éléments diagonaux A1,..., A\, € C vérifient |\| =--- = |\,| = 1).

Formulation matricielle : Pour toute matrice unitaire U € U(n) il existe une matrice unitaire P € U(n)
telle que la matrice ‘lPUP = P='UP € U(n) est diagonale (le modulus de chaque élément diagonal de P~1U P
est égal a 1).

(6.5.9) Voici un petit dictionnaire entre les propriétés de matrices et les propriétés de nombres complexes :

Nombres Matrices
zeC Ae M,(C)
zeC ‘A
z=z€eR fA = A est hermitienne
=1 <= |u/=1 TU=1 < UeU(n)
lu=1 <= u=¢ tecR UcU(n) < U=e4 A=A
z€C M e M, (C) —
20 <~ z=ru,r €Rsg, Jul=1 det(M) £ 0 < M=PU P="P>>0,U€cU(n)
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7. Exemples de groupes finis de provenance géométrique*

Dans ce chapitre on va étudier les groupes d’isométries des objets géométriques divers C' C R"”, a savoir les
groupes

G(C)={g9€0(n)|g(C)=C}
GT(C)={ge 0t (n)|g(C)=C}.

7.1 Groupes

(7.1.1) Qu’est-ce qu'un groupe ? On rencontre souvent les groupes de transformations : chaque
élément d’un groupe G est une transformation d’un objet donné X; on exige que cette transformation soit
inversible et que son inverse appartienne a G; on exige aussi que la composée de deux transformations de
X qui appartiennent a G soit un élément de G.

On peut aussi oublier 'objet X; dans ce cas GG sera un groupe abstrait au sens suivant.

(7.1.2) Définition. Un groupe est un ensemble G muni d’une opération binaire * (autrement dit, pour
tout couple d’éléments g, h € G on définit leur “produit” g x h € G) qui satisfait aux propriétés suivantes :
(1) (Associativité) Vg,h,k € G gx(hxk)=(gxh)x*k.

(2) (Elément neutre) II existe un élément e = eg € G tel que Yg€ G gxe=exg=g. Cet élément est
unique; on ’appelle 1’élément neutre de G.

(3) (Inverse) Pour tout g € G il existe un élément h € G tel que g+ h = h+g = e. L'élément h est unique;
on I'appelle ’inverse de g et I'on le note h = g~ 1.

Notation : on écrit parfois (G, *) au lieu de G.

Un groupe G est dit commutatif (ou abélien) si 'on a Vg,h € G g+xh=h=xg.

(7.1.3) Exemples: (1) G =R", x = somme (e = 0); ce groupe est commutatif.
(2) G=R*={reR|r#0}, x=produit (e =1); ce groupe est commutatif.
(3) G=GL,(R) = {A € M,(R) | det(A) # 0}, * = produit matriciel (e = I,,); si n > 1, alors ce groupe
n’est pas commutatif.
(4) Pour tout ensemble X, les permutations de X
G=Sx={f:X — X | f est une application bijective (= inversible)}

forment un groupe pour l'opération de composition * = o :

x1-x (g0 )(@) = g(f(x)).

N

X

L’élément neutre est I’application identité
Id=Idx : X — X, Vee X Id(z) ==
Si X a au moins 3 éléments, alors le groupe Sy n’est pas commutatif.

7.2 Les groupes symétriques, les groupes alternés

(7.2.1) Définition. Soit n > 1 un entier. Les permutations de I'ensemble X = {1,2,...,n} (= les appli-
cations bijectives o : X — X)) forment le groupe symétrique opérant sur n lettres S, = Sf12, . 5}
(pour 'opération de composition).

(7.2.2) Exemples: (1) S; ne contient que I’application identité

* Ce chapitre est facultatif.
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1
b
1

(2) Sy contient deux éléments

1 2 1 2
oy X
1 2 1 2
(3) S5 contient six éléments
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Vv v X X
1 2 3 1 2 3 1 2 3
e e
1= 2 3 1 2 3 1= 2 3
(4) Notation : pour toute permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}, on écrit

12 3 12 3 12 3
(1 2 3)’ (1 3 2)’ (2 1 3)
1 2 3 12 3 12 3
(2 3 1)’ (3 1 2)’ <3 2 1)

(5) Composition de deux permutations : par définition, on a 07 = o o7, donc (07)(i) = o(7(3)). Par

exemple, si
1 2 3 1 2 3
o= , T= ,
2 1 3 3 1 2

alors on calcule

(07)(1) = o((1)) = o(3) = 3 L s
(07)(2) =0(1(2)) =0(1) =2 oT = (3 ) 1) .
(07)(3) = a(7(3)) = 0(2) = 1,
On peut aussi dessiner le diagram suivant, en utilisant la notation de (3) :
1 ><< 3 1 2 3
X o
1 2 3 1 2 3

(6) L’ordre de S, : le nombre d’éléments de S,, est égal a
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|Spl=n-(n—1)-----2-1=nl
(pour ¢ € Sy, il y a n valeurs possibles de o(1); si I'on fixe o(1), il y a n — 1 valeurs possibles de o(2), etc.).

(7) Notation cyclique : toute permutation o € S,, s’écrit comme un produit de cycles disjoints. Par
exemple, la permutation

1 2 3 4 5 6
o= € Sg 1—4—6, 2 — 5, 3
4 5 3 6 2 1

est un produit de trois cycles, dont les longuers respectives sont égales a 3,2,1. On écrit

o = (146)(25)(3).

(7.2.3) Définition. Une transposition est une permutation o € S,, (n > 2) qui échange deux éléments
de {1,...,n} et fixe tous les autres. Par exemple, la permutation

123456
o= < > = (25)(1)(3)(4)(6) € Ss
153426

est une transposition.

(7.2.4) Théoréme. Soitn > 2. (1) Toute permutation o € S,, est un produit de transpositions o = sy +- - S
(cette écriture n’est pas unique).

(2) La parité de r ne dépend que de o; on définit le signe de o comme sgn(c) = (—1)".

(3) Ona Vo,7 €8S, sgn(o7) = sgn(o) sgn(r).

Terminologie : si sgn(c) = +1 (resp., sgn(c) = —1), on dit que o est une permutation paire (resp.,
impaire).
(7.2.5) Exemple: Le groupe S5 contient trois transpositions (qui vérifient sgn = —1)

1 2 3 1 2 3 1 2 3
51 = ) S2 = s 53 = = 518281 = $28152.
1 3 2 3 2 1 2 1 3

Les autres éléments de S3 (qui vérifient sgn = +1) s’écrivent, par exemple,

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e = = S% = 8181, = 8182 = $25182S81, — 8981 = S§18525152.
1 2 3 2 31 3 1 2

(7.2.6) Définition. Soit (G,*) un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H C G tel que
(1) e€ H;

(2) ththH hl*hQGH,'

(3) Vhe H h=!'e H.

Si c’est le cas, alors (H, ) est aussi un groupe.

(7.2.7) Exemples: (1) Pour tout n > 2, 'ensemble de toutes les permutations paires est un sous-groupe
de S,

A, ={0 €S, |sgn(o) =+1},

que lon appelle le groupe alterné opérant sur n lettres; son ordre (= le nombre d’éléments) est égal &
|An| = |Sn|/2 = n!/2. Par exemple, on a

Az ={(1)(2)(3), (123), (132)},
As ={(1)(2)3)(4), (123)(4), (132)(4), ..., (1)(234), (1)(243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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(2) Si G = (Sx,0) est le groupe des permutations d’un ensemble X et si ¥ C X est un sous-ensemble de
X, alors

H={gecGlyg(Y)=Y}

est un sous-groupe de G. Par exemple, si X = {1,...,n} et Y ={n}, alorsona G =S, et H=5,_1. Plus
généralement, siY = {k+1,...,n} (o 1 <k <n—1), alors le sous-groupe H devrait étre noté Sy x Sp,_x
(exercice : pourquoi 7).

(3) Soit K un corps, V un K-ev et soient

G = (Sy,0) ={f:V — V| f est une application bijective (= inversible)}
H=GL(V)={f:V — V| f est une application bijective et linéaire};

alors GL(V) est un sous-groupe de Sy .
Si V. = K" (n > 1), alors on identifie I’ensemble des applications linéaires K" — K™ & M, (K) (voir
(1.2.4.3)), ce qui conduit a l'identification de GL(K™) au groupe matriciel

GL,(K)={A € M,(K) | A est inversible} = {A € M,,(K) | det(A4) # 0}.

(4) Lorsque K = R, on connait les sous-groupes suivants de Sgn :

SO(n) = 0*(n) € O(n) € GL,(R) C Sgo.

7.3 Exemples de sous-groupes finis de O(n)

On revient & la question du départ, & savoir a ’étude des sous-groupes de O(n)

GY)={9€0(n)|g(Y)=Y}
GT(Y)={9eO%(n)|g(Y)=Y}

(oY C R™ est un sous-ensemble donné).
(7.3.1) Exercice. Montrer que, si l’ensemble
G (Y)={9€0 (n)]g(Y)=Y}

n’est pas vide, alors on a

G (V) = {sh | h e G*(V)},
pour n’importe quel élément s € G~ (Y').

(7.3.2) Les groupes cycliques, les groupes diédraux. Soit Y C R? un polygone régulier & n > 3 cotés
de centre a l’origine.

n=7
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(7.3.2.1) Dans ce cas le groupe
GT(Y) = {rotations autour d’origine d’angles 2rk/n | k=0,...,n—1} =
={rr?. . "l =e} =C,

est le groupe cyclique d’ordre n, engendré par la rotation r (autour d’origine) d’angle 27 /n.

(7.3.2.2) Soit s € O~ (2) la réflexion par rapport & la droite qui passe par Porigine et par un sommet fixé
de Y’; alors on a

G (V)= {ge 07 (2) | g(¥) = Y} = {s,5m, ..., 5"}
et le groupe
GY)={rr? ..., r" " =e s,sr,...,57" 1} =D,

(que l'on note parfois Dy, au lieu de D,,) est le groupe diédral d’ordre 2n, engendré par deux éléments
r, s qui satisfont aux relations suivantes

(voir 4.5.7(2)). Tout élément de G(Y') définit une permutation des sommets de Y; dés qu’on numérote les
sommets 1,...,n, on obtient une réalisation de D,, en tant qu'un sous-groupe de S,, (n > 3). Par exemple,
pour n =3, on a

C3 = As, D3 = S3.

(7.3.2.3) Exercice. Décrire géométriquement tous les éléments de G~ (Y).
[Distinguer deuz cas, selon la parité de n.]

(7.3.3) Le groupe du tetraédre. Soit 7' C R? un tetraédre régulier de centre & 'origine; on note 1,...,4
les sommets de T

On prétend que

G(T)= Sy, GT(T)= Ay

en particulier, |G(T)| = 24, |G (T)| = 12.
(7.3.3.1) Plus précisement, tout élément g € G(T') définit une permutation o(g) € S4 des sommets de T,
et cette correspondance conserve les opérations :

Vo1,92 € G(T)  o(g10g2) =a(g1)00(g2);
autrement dit, "application
0:G(T) — S g o(g)
est un homomorphisme de groupes :
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(7.3.3.2) Définition. Soient (G, x) et (H,#) des groupes. Une application f : G — H est un homo-
morphisme de groupes si elle vérifie la propriété Vgi,92 € G f(g1 * g2) = f(g1)#f(92). Dans ce cas
ona fleg) =em et f(g7') = f(g)~! (pour tout g € G).

(7.3.3.3) On aimerait démontrer que l'application o (qui conserve les opérations) est bijective, c’est-a-dire
que toute permutation 7 € Sy s’écrit 7 = o(g), pour I’unique g € G(T'). Ceci nous permettrait d’identifier
G(T) = (G(T),0) a Sy = (S4,0), en utilisant ’application o.

L’élément g existe, puisque chaque 7 € Sy est un produit de transpositions 7 = s; - - - s5,, et toute transposition
st = (i) (k)(1) € Sa

est égale & sy = 0(g¢), ol on a noté g; € G(T) la réflexion par rapport au plan qui passe par k, [ et le milieu
deij;onaT=0(g1) - -0(g) =0(g), ot g =g1---gr L'élément g est-il unique? Sil'on a 7 = o(g) = o(h)
(g9,h € G(T)), on obtient que la permutation o(gh™1) = a(g)o(h)~! =777t = e = (1)(2)(3)(4) fixe tous les

sommets de T, donc la matrice gh~! € G(T) € O(3) fixe les vecteurs 12,13, 14; comme ces vecteurs forment
une base de R3, on en déduit que gh™! fixe tous les vecteurs de R?, d’ott gh™! = I3, g = h. On vient de
montrer que l'application o est, en effet, un homomorphism de groupes bijectif (= un isomorphisme de
groupes).

(7.3.3.4) En utilisant la méme notation, on a
sgn(s;) = —1 = det(g:)

pour tous t =1,...,r, dou

sgn(o(g)) = sgn(a(g1) - o(gr)) = sgn(s1---sr) = (—1)" = det(g1 -+ g,) = det(g).
11 en résulte que 'on a, pour g € G(T),
gEGH(T) += det(g) =+1 <= sgn(o(g)) =+1 < o(g) € Ay
donc I'application o identifie GT(T) & Aj.

(7.3.3.5) Exercice. Décrire géométriquement tous les éléments de G*(T).

(7.3.4) Le groupe du cube. Soit C' C R? le cube dont les sommets sont égaux a
+1
+1

+1

(pour toutes les combinaisons possibles des signes).

On prétend que
Gt (C) = 8y, G(C) =8, x {£1}

78



(7.3.4.1) Le cube a 4 diagonales, qui passent par les sommets P et —P; on note les diagonales 1,...,4.
Toute isométrie g € G(C) induit une permutation 7(g) € Sy des diagonales, et 1’application

7:G(C) — Sy
est un homomorphisme de groupes. Un argument géométrique facile montre que l’on a, pour g € G(C),
(@) =e=DQR)B)H) = g==I,
ce qui entraine, pour g1, g2 € G(C),

T(g1) =7(g2) <= T(9195") =T(g)7(g2) P =€ = qig;' =3 = g1 =Eg.

En particulier, un élément g; € G*(C) est déterminé par 7(g;), d’olt
|GT(C)] < |S4] = 24, |G(C)| <2-18,] = 48.

(7.3.4.2) D’autre part, on peut écrire directement 48 éléments de G(C'), & savoir les matrices suivantes :

1 0 O 0 £1 0 1 0 0
0 1 0 |, £ 0 0 |, 0 0 =1
0 0 =1 0 0 =1 0 £1 0
0 £1 0 0 0 =1 0 0 =1
0o 0 =£1], £ 0 0 |, 0 £1 0
1 0 0 0 £1 0 1 0 0

(7.3.4.3) Sil’on met ensemble 7.3.4.1-2, on obtient que

|G(C)| = 48, |GH(0)| = 24,

donc 7 induit un isomorphisme de groupes entre G*(C) et Sy. Comme —I5 € G~ (C) commute & tous les
éléments de GT(C), on a G(C) = GT(C) x {£I3}.

(7.3.4.4) Exercice. Trouver une généralisation de 7.3.4.2 en dimension n > 1 quelconque.

(7.3.4.5) Exercice. Y a-t-il un lien entre 7.3.4.4 (pour n =2) et 7.3.2.2 7

(7.3.5) Le groupe d’icosaédre. Si Y C R? est un icosaédre (ou un dodecaédre) régulier de centre &
lorigine, alors on a GT(Y) = As.

(7.3.6) Les groupes diédraux (bis). Soit X C R? C R? un polygone régulier & n > 3 c6tés de centre
a lorigine. On fixe deux points N, S de la méme distance de 'origine sur la droite perpendiculaire au plan
R?; on note Y C R? 'ensemble obtenu en joignant N et S & tous les points de X :
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Dans ce cas on obtient une autre réalisation du groupe diedral
G(X)= D, C 0(2),
a savoir
GT(Y)=G(X) =D, Cc O"(3).

En effet, tout élément de C,, = G*(X) = D,, N OF(2) s’étend & une rotation dans R3 d’axe NS (et d’angle
27k /n), tandis que toute réflexion s € G~(X) (ou H C R? est une droite qui passe par 'origine et soit par
un sommet de X, soit par le milieu d'un coté de X) s’étend a une rotation dans R? d’axe H et d’angle 7.

(7.3.7) Voici une description de tous les sous-groupes finis G C O%(3) (due & Felix Klein) :

(1

(2
(3
(4

) G=0C, ouG =D, (voir 7.3.6; les valeurs dégénérées n = 1,2 sont autorisées).

) G = Ay; dans ce cas il existe un tetraédre régulier T' tel que G = G*(T).

) G =Sy; dans ce cas il existe un cube C et un octaédre régulier O tels que G = GT(C) = GT(0).

) G = As; dans ce cas il existe un dodecaédre régulier D et un icosaédre régulier I tels que G = G (D) =

G*H(I).

Cette description entraine une classification des polyédres réguliers dans R3.
7.4 Orbites, fixateurs

(7.4.1) Parfois, on peut déterminer 'ordre du groupe G(Y') (ot GT(Y')) directement, en utilisant la formule
7.4.3 ci-dessous.

(7.4.2) Définition. Soit X un ensemble, G un groupe et o : G — Sx un homomorphisme de groupes
(par exemple, G peut étre un sous-groupe de Sx ). Dans ce cas on dit que G agit sur X. Pour un élément
x € X, on définit Porbite de =

O(z) ={o(g)(x) | g € G}
comme I'image de x sous l’action de G; on définit le fixateur de x
Go={9€G|o(g)(x) =z}

comme le sous-groupe de G contenant tous les éléments qui fixent x.

(7.4.3) Proposition. On suppose qu’un groupe fini G agit sur un ensemble X. Alors on a, pour tout
re X,

|G| = |0(2)] - |Gl
(7.4.4) Exemples: (1) Lorsque G=S, (n>2), X ={1,...,nfetz=n,ona
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O(x) = {1,...,%}, Gw :Sn—17

donc

[Sn| =n - [Sp-1l,
ce qui entraine, par récurrence,
[Spl=n-(n—-1)---2-1=mn!

(2) Lorsque C' C R? est un cube de centre & I'origine, le groupe G = G(C) agit sur 'ensemble X des cotés
de C. Chacun de six cotés x € X est un carré; on a

O(l‘) :X7 G;c :D4a
dou |G(C)|=6-8 = 48.

(3) Si C(n) C R™ est un cube de dimension n de centre a Uorigine, le groupe G(n) = G(C(n)) agit sur
Pensemble X des cotés de dimension n — 1 de C'(n). Chaque x € X est un cube de dimension n — 1,

O(z) = X, G,=C(n-1),
d’on
|C(n)] =2n-|C(n—1)|.
Il en résulte, par récurrence, que l'on a

|C(n)=2n-(2n—2)---4-2=2"-nl!
(7.4.5) Exercise. Y a-t-il un lien entre 7.4.4(3) et 7.3.4.4 7
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