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Correction de l'examen du 15 janvier 2007

Exercice 1

On a 187 = 11 x 17, donc 187 n’est pas premier.

Le nombre de géndrateurs d'un groupe cyclique d’ordre n est ¢(r), ol (n) est I'indi-
cateur d’Euler de n. Por ailleurs, on a 1024 = 210 et (2) = 2% = 512.

81 n est un entier naturel non nul et ¢ un entier tels que 0 < 4 < n— 1, lordre de & dans
le groupe additif (Z/nZ, +) est saed(my+ Llordre de 15 dans le groupe (Z/100Z,+)
est done 20.

On a 129 = 3 x 43. Puisque 129 n'est pas une puissatce d’un nombre premier, il
n'existe pas de corps de cardinal 129.

Dans le corps {Z,/52,+, x) Péquation 2% = —1 a comme solutions z = T et = = 3.
L’ensemble cherché est donc formé des entiers congrus & 2 ou 3 modulo 5.

Exercice 2

On utilise l'algorithme d’Euclide. Conformément & cet algorithme, on obtient le ta-
bleau sutvant :

15925 | 1925 [5251350] 175 {0
1 0 1 1-3] 4
0 1 | -8[25]-33

On en déduit que l'on a d = 175 et "égalité 175 = 4 x 15925 — 33 x 1925. Le couple
(w, v} = (4, ~33} répond ainsi & la question. Signalons que l'on a

15925 =52 x T2 x 13 et 1925 =52 x 7 x 11,
ce qui conduit & d = 5% x 7 = 175.

On détermine une relation de Bézout entre 19 et 23, Par exemple, en utilisant de
nouveau I'algorithme d"Euclide, on obtient le tableau suivant :

1 ({41113
23 |19 [ 4 13]1 (0
11031 |-4]5

041 :i-1/5[-86

On en déduit 'égalité 5 % 23 — 6 x 19 = 1, puis que
ng=5x23—-2x(6x19) =113

vérifie les congruences ng = 1 mod. 19 et ng = 2 mod. 23. Il en résulte que 'ensemble
des entiers relatifs n vérifiant les deux congruences de I’énoncé est

i

{-113+ 437k |k e z}.
L’entier naturel cherché est done ~113 + 437 = 324,

Exercice 3

—
~—

Il s'agit de démontrer que P est irréductible dans Fo[X]. On remarque d'abord que

P n'a pas de racines dans Fz. Par ailleurs, il existe un unique polynéme de Fa[X]

irréductible de degré 2, qul est 14+ X + X2. Si P était réductible sur Fy, il serait donc

divisible par ce polynéme, ce qui n'est pas, vu I'égalité P = (X2 X+ 1)(X2+ X)+1.

2) La caractéristique de K, qui est celle de Fy, est 2. Son cardinal est 2% = 16.

3) Clest une question de cours, If suffit de refaire la démonstration du théoréme 5.9 du
polycopié.

4) On a Pégalité o' =+ 1. Onen déduit que l'on a

(1} d®=d"+a, of=c’4+a? et o +l=0+a

Les coordonnées de o’ + 1 dans B sont donc (0,1,0, 1).

5) Une méthode consiste par exemple & trouver une relation de Bézout entre P et X3+X.
En atilisant P'algorithme d’Euclide, on obtient le tableau suivant :
X X4+1 X X+1
X 4X41 | XBP+X | X+ X 41| X+1 1 0
1 0 1 X+1 | X*4+X+1
0 1 X X2+ X+1| X34 x®

On en déduit I'égalité
(XCP+X+ P+ (X3 + XHX3+ X =1.

Compte tenu de Pégalité P(a) = 0, on a donc (a® + a)(a® + o) = 1, et Pinverse de o7 + 1
est o 4 a?. Ses coordonnées dans B sont done (0,0,1,1).
6) L’ordre du groupe K* est 15. D’aprés le théoréme de Lagrange, les ordres possibles
de ses éléments sont 1, 3,5 et 15.
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