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1 Introduction

1.1 Apercu du probléme

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. Une fois A plon-
gée dans un espace projectif P”, on dispose de deux notions héritées de 1'espace
projectif ambiant: une hauteur, et (pour tout place v de k) une distance v-adique
(définie en section 1.5.5 page 17) entre un point et une variété. Dans ces conditions,
FALTINGS a démontré le théoréme d’approximation suivant [Falg1, Theorem II].

Théoreme 1.1.1 (FALTINGS). Soit V une sous-variété quelconque de A, v une place de k,
et ¢ > 0. Il n’existe qu'un nombre fini de points x dans A(k) tels que

0 < dist,(x, V) < H(x) ¢ (1.1)

Comme de nombreux énoncés de géométrie diophantienne, ce résultat n’est
malheureusement pas effectif au sens suivant: on ne voit a I'heure actuelle pas de
moyen de borner la hauteur des points satisfaisant a I'’hypothese d’approximation
(1.1). Ainsi que le fait remarquer FALTINGS dans l'introduction de son article: « As
far as I can see, everything here is ineffective beyond hope. »

Néanmoins, il semble a priori raisonnable de vouloir majorer explicitement le
nombre de points rationnels satisfaisant a (1.1) (que nous appellerons a 1’occasion
les approximations exceptionnelles). Pour les courbes elliptiques, ce travail a été
accompli dans [GSg5] pour les courbes de hauteur assez grande, puis de fagon
indépendante par Faru1 ([Faros, chap. 2] ou [Farosa]) pour toutes les courbes,
avec des constantes d’apparence assez différente.

L'objet du présent mémoire, qui s’inscrit dans la lignée des travaux de FARrmHi,
est de généraliser ce résultat en dimension supérieure, c’est-a-dire d’obtenir, autant
que possible, une version quantitative explicite du théoreme d’approximation de
FALTINGS.

Plus précisément, ce type d’énoncé quantitatif est généralement obtenu en com-
binant une inégalité a la VOjTA et une inégalité & la MuMFORD, dont nous rappelons
brievement des énoncés possibles, formulés de fagcon générique avec une condition
(C) qui peut étre par exemple I'hypothese d’approximation (1.1) ci-dessus, ou une
autre condition pour l'ex-conjecture de MORDELL-LANG.

Les deux inégalités s’énoncent dans 1’espace de MORDELL-WEIL de A muni de
la forme quadratique donnée par la hauteur normalisée de NERON-TATE.
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L'inégalité de VojTa affirme qu’il n’existe pas de suite x1, ..., x;, de points satis-
faisant simultanément a la condition (C) et aux trois conditions suivantes :

(Z) fz(xl) > Ky,
(ii) h(x;) > Bvh(x;_1) pouri>1;
(iii) cos(x;,xj) > 1 —y pour tous i et j;

ou I’angle est relatif a la structure euclidienne de 'espace. Nous appellerons cone
tronqué une partie de I'espace délimitée par les conditions (i) et (iii) ci-dessus. Il
est clair que 'espace privé d'une boule de rayon /ay peut étre recouvert par un
nombre fini de tels cones tronqués des qu’il est de dimension finie (ce qui est le
cas si on se place sur un corps de nombres). L'inégalité de VojTa assure que, sous
la condition (C), il n'y a qu'un nombre fini de points dans chaque cone, et permet
donc de conclure a la finitude de I'ensemble des points satisfaisant (C).

L'inégalité de MUuMFORD peut s’énoncer de fagon tres similaire. Elle dit qu'il
n’existe pas de suite x4, ..., x,, de points satisfaisant simultanément a la condition
(C) et aux trois conditions suivantes :

(i) hi(x;) > ay pour tout i;
(i) |h(x;) — h(x;)| < Pmh(x1) pour tous i et j.
(ii) cos(xi,x]-) >1—yym pour tous i et j;

Utilisée conjointement avec 1'inégalité de VojTa, et a condition que les constantes
apparaissant dans ces deux inégalités soient effectives, elle permet de majorer
le nombre de points dans chaque cone tronqué, donc le nombre total de points
(modulo un résultat, assez indépendant, de décompte des « petits » points).

La démonstration de FALTINGS consiste précisément a démontrer une inégalité
de VojTa, non effective, qui suffit a assurer la finitude. L'objectif consiste donc
a rendre effective cette inégalité de Vojra et a lui adjoindre une inégalité de
MUuMFORD, elle aussi effective.

1.2 Relation avec d’'autres énoncés

1.2.1 Le théoréme de RoTH

Le théoreme de RotH [DR55], concernant 'approximation des nombres algé-
briques par les nombres rationnels, a d’abord été démontré pour la place archimé-
dienne de Q, puis étendu aux places quelconques par Ripout [Rid58] ; en voici un
énoncé moderne (cas particulier du théoreme D.2.1 page 304 de [HSoo], en tenant
compte des différences de normalisation).

Théoréeme 1.2.1 (ROTH). Soit & € Q un nombre algébrique. Soient par ailleurs k un
corps de nombres et v une place de k, étendue de facon arbitraire a k(¢). Pour tout € > 0,



1.2 Relation avec d’autres énoncés

il n’existe qu'un nombre fini de points x € k tels que
|2 = glo" < Ha(x) >

oit Ay = [k()o : Qo] / [k() : Q] et la valeur absolue est normalisée de fagon a prolonger
une des valeurs absolues usuelles de Q.

Le lien avec le théoréme qui nous occupe ici est clair: on passe de 1'un a l'autre
en remplagant ¢ par V et k = Al(k) par A(k), la distance locale étant bien sfir
représentée par |x — ¢|,. Le théoreme 2 de [Falg1] est donc aux variétés abéliennes
ce que le théoréme de RoTH est a la droite, avec 1'exposant 2 + ¢ remplacé par e.

Trés rapidement apres la démonstration initiale de RoTH, on a su établir des
versions quantitatives du théoréme. Plus précisément, la démonstration de Rotra
consiste en un fait qu’on peut appeler, anachroniquement, une inégalité & la VojTa :
aucune suite xq, ..., X, d’approximations exceptionnelles n’est telle que H(x;) >
c1 et H(x;) > ¢z - H(xj—1) pour tout i > 1.

Pour établir une version quantitative du théoréeme de Rotn, il a fallu explici-
ter une valeur admissible des constantes c; et ¢, d’'une part, et d’autre part lui
adjoindre une inégalité que j'appellerai encore anachroniquement & la MuMFORD,
disant qu’il existe une constante c3 telle que deux approximations exceptionnelles
x et y, de hauteur assez grande, satisfont toujours H(x) > c3H(y). Dans le cas
du théoreme de RoTtH, ceci découle immédiatement de l'inégalité de la taille. La
conjonction de ces deux inégalités donne clairement un décompte des approxima-
tions exceptionnelles de hauteur assez grande.

Rappelons aussi que le théoréeme de RoTH a été 1'aboutissement d’une longue
série de théorémes d’approximations moins précis, en ce sens que 1’exposant op-
timal 2 + e n’était pas atteint. Cette série a débuté avec le théoreme de LIOUVILLE.
Dans le cadre des espaces projectifs 1'équivalent de 'inégalité de LIOUVILLE peut
s’énoncer ainsi:

Proposition 1.2.2. Soient V une sous-variété de P" de degré d et x € P"(Q) un point
algébrique. Si x n’appartient pasa V, on a

dist, (x, V)2 > ¢(V) - H(x)™*
ot Ay est le degré local, divisé par le degré global, d"un corps de définition de x.

Nous établirons (proposition 3.2.1 page 96) une version explicite de cette in-
égalité qui, outre son intérét propre, joue un rdle crucial dans la preuve de nos
inégalités a la MuMFORD. Un corollaire immédiat de 1'inégalité de LIOUVILLE est le
suivant.

Corollaire 1.2.3. Soient V une sous-variété de P" de degré d et € > 0 un réel. Alors

I'ensemble des points x € P"(Q) tels que

dist, (x, V) < H(x)9°¢
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est de hauteur bornée explicitement ; en particulier cet ensemble est fini si I'on exige que x
appartienne a un corps de nombres de degré borné.

On peut relever les différences suivantes entre cet énoncé et le théoreme d’ap-
proximation de FALTINGs: I'inégalité de LiouviLLE prend place dans un espace
projectif, il n'y pas besoin d’une variété abélienne ambiante; on sait expliciter la
borne sur la hauteur des approximation exceptionnelles ; en revanche, I'exposant
de H(x) n’est pas aussi fin. Comme on le verra en 1.2.3 page ci-contre, il est inté-
ressant pour certaines applications de disposer d'un exposant inférieur ou égal a
1, ce qui n’est jamais le cas dans le corollaire précédent, méme si V est linéaire.

1.2.2 L'ex-conjecture de MoORDELL-LANG

Des 1922, MORDELL avait conjecturé 1"énoncé suivant.

Théoreme 1.2.4 (FALTINGS, ex-conjecture de MORDELL). Soit C une courbe projective
lisse de genre § > 2, définie sur un corps de nombres k. L'ensemble C(k) des points
rationnels de C est fini.

Ce résultat a d’abord été prouvé par FALTINGS en 1983 comme conséquence
d’une conjecture de SHAFAREVITCH [Fal83]. La preuve fait intervenir des espaces
de modules de variétés abéliennes, et c’est a cette occasion que FALTINGS a intro-
duit la hauteur qui porte désormais son nom, sur ces espaces. Néanmoins, cette
preuve reste assez éloignée des méthodes traditionnelles de I'approximation dio-
phantienne.

Une preuve totalement indépendante a été publiée en 1991 par Vojra [Vojg1].
Elle se rapproche grandement des idées habituelles de 'approximation diophan-
tienne, en introduisant ce qu’on appelle maintenant 1'inégalité de Vojra. La preuve
est ensuite simplifiée (« avoid[ing] the difficult Arakelov theory in Vojta’s paper ») et
étendue par FALTINGs [Falg1] pour prouver une conjecture de LANG, généralisant
celle de MORDELL, et qui s’énonce ainsi.

Théoreme 1.2.5 (FALTINGS, ex-conjecture de MORDELL-LANG).
Soit V ume sous-variété d'une variété abélienne A, définie sur un corps de nombres k. Si
V ne contient pas de translaté de sous-variété abélienne non nulle, alors V (k) est fini.

Ceci généralise la conjecture de MORDELL, qui correspond au cas out V est une
courbe et A sa jacobienne. Ce résultat est proche de notre probleme d’approxima-
tion dans le sens suivant: il consiste a montrer la finitude des points rationnels
sur une sous-variété de variété abélienne, alors que nous nous intéressons aux
points proches d’une telle sous-variété. Il est d’ailleurs significatif que FALTINGS a
prouvé ces deux théoremes (la conjecture de MORDELL-LANG et celui que ce mé-
moire cherche a rendre quantitatif) dans le méme article: une bonne partie des
outils est commune aux deux preuves.
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Une différence notable entre les deux situations est toutefois la suivante: pour
étudier les points qui sont proches d"une sous-variété, sans appartenir a cette va-
riété, on n’a pas besoin de supposer que celle-ci ne contient pas de translaté de
sous-groupe. En fait, le résultat reste valable méme pour les approximations d'une
sous-variété abélienne.

Des versions quantitatives du théoréme 1.2.5 page précédente ont été établies
ensuite en suivant la méthode de Vojra. Signalons la relecture de la preuve par
BomBIERI [Bomgo], qui simplifie certains arguments en les rapprochant de 1’ef-
fectivité, et le travail de DE DieGo [Diegy] sur les familles de courbes. REMOND
obtient, dans la lignée de travaux de FALTINGs et BOMBIERI, une version totale-
ment effective de 1'inégalité de Vojra [Rémoob], puis lui adjoint une inégalité a
la MUMFORD, établissant ainsi une version quantitative explicite [Rémooa] de 1'ex-
conjecture de MORDELL-LANG. Enfin, FArHI [Faro3, chap. 3] et [Farosb] donne une
version quantitative de 1’ex-conjecture de MORDELL, démontrée dans un forma-
lisme plus élémentaire que celui de REMOND, et légerement plus précise que son
application directe au cas des courbes.

1.2.3 Le théoréme de SIEGEL et une ex-conjecture de LANG

Le théoréme de SIEGEL [Sie29] affirme qu'une courbe de genre supérieur ou égal
a 1 ne possede qu'un nombre fini de points entiers. Sa démonstration repose sur le
théoreme de RoTH énoncé plus haut, et avait été obtenu par SIEGEL avec la version
faible de cet énoncé dont il disposait en 1929. Pour les courbes de genre supé-
rieur ou égal a 2, ce théoreme est en quelque sorte surpassé par 1’ex-conjecture de
MoORDELL, mais il conserve un intérét pour les courbes elliptiques. La généralisa-
tion suivante du théoréme avait été conjecturée par LANG [Lan6o].

Théoreme 1.2.6 (FALTINGS, ex-conjecture de LANG). Soit A une variété abélienne plon-
gée dans P" et E un hyperplan de P". Alors A\ E ne possede qu'un nombre fini de points
entiers.

C’est en fait un corollaire [Falg1, cor. 6.2, p. 576] du théoreme d’approximation
de FALTINGS: on remarque que la hauteur (relative & E) d'un point entier x est
égale au produit des inverses des distances v-adiques de x a E quand v parcourt
les places archimédiennes de k. Ainsi, les points entiers de A \ E sont des approxi-
mations exceptionnelles de E au sens du théoreme 1.1.1 page 1 pour ¢ = 1, elles
sont donc en nombre fini.

C’est pour ce type d’applications qu’il devient essentiel dans le théoreme d’ap-
proximation de pouvoir prendre ¢ < 1 et que l'inégalité de LiouviLLE (corol-
laire 1.2.3 page 3) ne suffit pas.

Les résultats obtenus ici permettent de donner un décompte explicite des points
entiers, malheureusement pas dans le cas général, mais au moins lorsque A est



1 Introduction

simple (et principalement polarisée). A notre connaissance, une telle version quan-
titative explicite de cette ex-conjecture de LANG, méme dans un cas particulier, est
nouvelle pour une variété abélienne de dimension au moins 2; néanmoins, les
constantes que nous obtenons ne sont pas satisfaisantes (corollaire 4.4.5 page 129).

1.3 Enoncés des résultats principaux

Comme on 1’a mentionné précédemment, il semble a priori difficile de borner
la hauteur des approximations exceptionnelles, mais plus réaliste de borner leur
nombre. En fait, il apparait que dans notre situation, ces deux questions sont en
général intimement liées : en effet, comme le montrera en détails le corollaire 4.1.4
page 116, certaines approximations exceptionnelles n’arrivent pas seules mais en-
gendrent en fait une « grappe » d’approximations de qualité semblable, dont le
cardinal est minoré en fonction de la hauteur de I'approximation qui engendre
cette grappe. Ce phénomene est directement lié a I’existence possible de translatés
de sous-variétés abéliennes contenus dans la variété approchée.

Ainsi, majorer le cardinal de I'ensemble des approximations exceptionnelles,
donc de chaque grappe, reviendrait a majorer la hauteur de certains approxima-
tions exceptionnelles, voire de toutes les approximations exceptionnelles, résultat
qui ne semble pas accessible a 'heure actuelle.

Par contre, on peut compter les grappes d’approximations exceptionnelles ou,
autrement dit majorer le cardinal d’ensembles d’approximations exceptionnelles
ne contenant qu'un point dans chaque grappe. On introduit dans ce but la défini-
tion suivante.

Définition 1.3.1. Soient F un sous-ensemble de A(Q) et T un réel positif. On dit
que F satisfait C(7) s'il existe une sous-variété abélienne B de A dont un translaté
est contenu dans V et deux points distincts x et y dans F, tels que x —y € B et
h(x —y) < th(x).

On dit que F satisfait la condition C(7) si F ne satisfait pas C(7).

Nous allons donc nous attacher a contrdler le cardinal d’ensemble d’approxima-
tions exceptionnelles satisfaisant C(7) pour un certain T explicite. La section 4.1
page 113 discute plus en détails ce phénomene de grappe et le choix de la condi-
tion utilisée pour le mettre de coté. Signalons tout de méme avant de continuer
que, si A est simple, il n'y a pas de grappes, la condition ci-dessus est vide et les
résultats ci-dessous donnent donc des décomptes complets de toutes les approxi-
mations exceptionnelles.

Le premier résultat de décompte que nous donnons concerne le cas particulier
oil la variété approchée est un translaté d'une sous-variété abélienne de A.

Pour simplifier, on note ¢4 une constante ne dépendant que de A plongée, qui
peut étre explicitée totalement dans certains plongements (voir 1'énoncé complet
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pour la valeur en fonction de constantes liées au plongement et la section 1.5.4
page 13 pour ces constantes).

Théoreme 1.3.2 (corollaire 4.5.6 et scolie 4.5.7 page 132). Soit V un translaté par un
point algébrique d'une sous-variété abélienne B de A, de degré d et de dimension u. Soit de
plus k un corps de nombres sur lequel sont définis A (et son plongement dans un espace
projectif) et V ; on note r le rang de A(k). On fixe de plus un ensemble fini S de places
de k et un réel € > 0. Soit enfin une famille x, .. .,x, de points de A(k) satisfaisant a
C(e/2d) et telle que

0 < T disto(x;, V)2 < Ha(x;) " exp(—da A(4g)482)

veES

pour tout i, avec

A = 34c72(5(deg A) (3g%d)8) ¥
w = a5 eut (g + 1) deg A(dhy (V) +2(2(d +1))")

oit h1 (V) est la hauteur logarithmique d'une forme de CHow de V (en utilisant la longueur
aux places archimédiennes, voir section 1.5.3 page 12). Alors on a

p < 2. 5Cds. \/g (49)% 1 (log A) (120760(deg A)d s—1>r

Comme on le constate, la condition d’approximation a été renforcée (facteur
exp(—...)). Ceci a pour but d’éliminer les points de petite hauteur afin de fournir
un décompte complet. Sous ’hypothese d’approximation plus naturelle (sans ce
dernier facteur), on obtient un décompte seulement pour les points de grande
hauteur (corollaire 4.3.7 page 125).

Signalons une interprétation possible de ce type d’énoncés: on a

Z Ay logdisty(x, V) > —ehp(x) — daA(4g)4gz

vES

sauf pour un nombre fini de x (les approximations exceptionnelles). Dans 1'inéga-
lité ci-dessus, dans le cas o1 V est une sous-variété abélienne de .4, chaque terme
du membre de gauche peut étre interprété comme la valeur absolue v-adique
d'une forme linéaire de logarithmes abéliens. La minoration obtenue présente
alors la particularité de séparer hy(x) de d, qui représente la hauteur des formes
linéaires. Cependant, la dépendance en d est nettement moins bonne que celle ob-
tenue dans les minorations usuelles de formes linéaires de logarithmes et surtout,
I'inégalité admet des exceptions, bien qu’elles soient en nombre fini et controlées.

Le deuxieme décompte que nous donnons concerne le cas général. On sup-
pose que A est principalement polarisée et plongée dans P” par un plongement
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de MumrorD modifié (section 1.5.4 page 13); on note de plus c/; une constante
dépendant du degré d'un corps de définition de A, en plus des éléments dont
dépend déja c4 (a nouveau, voir 'énoncé complet et la section 1.5.4 page 13 pour
les détails).

Théoréme 1.3.3 (corollaire 4.4.4 page 129). Soit V une sous-variété de A, de degré d
et de dimension u. Soit de plus k un corps de nombres sur lequel sont définis A (et son
plongement dans un espace projectif) et V ; on note r le rang de A(k). On fixe de plus un
ensemble fini S de places de k et un réel e > 0. Soit enfin une famille x1, ..., x, de points
de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et telle que

0< H distv(xi, V)AU < Hz(x,‘)fg
vesS

h(x;) > (h (V) +CA)5—2(48)432dM(3M)(M+1)u+3

) (r+1)g5(u+1)

2
pour tout i, avec M = (23 ¢y d +1. Alors on a

(r+1)/2

p < 5CardS 2 (dM(gM)(MH)u) e 12 log(e/e) .

On constate que la dépendance en les différents parametres est significativement
moins bonne que celle qu’on pourrait attendre (et en particulier que celle obtenue
dans le cas précédent). Ceci semble étre une faiblesse de la méthode utilisée pour
prouver l'inégalité de MuMFORD dans ce cas.

Signalons enfin qu’on peut déduire du résultat précédent un décompte expli-
cite, quoique peu satisfaisant, des points entiers d'un ouvert affine d'une variété
abélienne simple: c’est le corollaire 4.4.5 page 129.

1.4 Stratégie générale

Il s’agit essentiellement d’employer la méthode de VojTa, en s’inspirant des
travaux de REMOND [Rémooa ; Rémoob ; Rémos], de FarHI [Faros, chap. 2], et de la
preuve originale de FALTINGs [Falg1]. Dans les grandes lignes, la preuve consistera
donc a établir une version explicite de 'inégalité a la VojTa obtenue par FALTINGS
et a lui adjoindre une inégalité & la MUMFORD, elle aussi explicite.

Les arguments utiliseront un formalisme simple: plongements, coordonnées et
polyndmes plutot que fibrés (métrisés) et sections globales. Les outils techniques
essentiels sont ceux de la théorie de 'élimination tels que rappelés par exemple
dans [NPoz1, chap. 5 a 7].

Le plan de la these est le suivant:

— les sections suivantes du présent chapitre introduisent les principales nota-
tions et le cadre général dans lequel on se place, en rappelant les propriétés
essentielles des notions utilisées ainsi qu’en prouvant au besoin quelque pro-
priétés nouvelles mais assez simples ;
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— le chapitre deux établit une inégalité de VojTa, en commencant par un cas
particulier avant d’en déduire le cas général ;

— le chapitre trois établit une inégalité de LioUuvILLE et deux inégalités de
MuMFORD: la premiére concerne un cas particulier mais présente de bien
meilleures constantes que la seconde, traitant le cas général ;

- enfin, le chapitre quatre déduit de ces inégalités des décomptes de grands
points avec certaines restrictions, apres avoir détaillé les obstructions qui
nous obligent a imposer lesdites restrictions.

Présentons maintenant un peu plus en détail les stratégies mises en ceuvre pour
établir les résultats techniques principaux que sont les inégalités de Vojra et
MUuUMFORD, en commengant par cette derniére, qui est la plus directe.

Le remarque essentielle pour 'inégalité de MUMFORD est que si deux points sa-
tisfont a ses hypotheses, leur différence sera de hauteur tres petite relativement
aux points initiaux. Une proposition clé controle l'action de la soustraction sur la
distance ; on voit alors que cette différence est ainsi tres proche d’une nouvelle va-
riété : dans le cas ot la variété approchée est un translaté de sous-variété abélienne,
il s’agit de la sous-variété abélienne en question, dans le cas général on controle le
degré et la hauteur de la variété projective obtenue.

Ainsi, la différence est une approximation exceptionnelle d"une nouvelle variété
et comme sa hauteur a chuté, elle est en fait tellement exceptionnelle que I'inégalité
de L1ouvILLE la contraint a étre sur cette variété. Dans le cas d’une sous-variété
abélienne, c’est la conclusion voulue; dans le cas général, on doit invoquer la
version quantitative de I'ex-conjecture de MORDELL-LANG donnée par REMOND
pour conclure.

Pour l'inégalité de VojTa, on se ramene au cas particulier ot la variété approchée
est un hyperplan standard de la fagon suivante. Si V est une variété quelconque,
on choisit une hypersurface qui la contient, puis par un plongement de VERONESE
on transforme cette hypersurface en hyperplan, et un changement de coordonnées
linéaire transforme ce dernier en I’hyperplan standard Xy = 0. A chaque étape on
controle explicitement 1’action sur la distance, le degré et la hauteur des objets en
jeu, et les différentes constantes associées au plongement.

L’idée principale de cette partie est alors la suivante: en supposant qu’il existe
un m-uplet d’approximations exceptionnelles satisfaisant aux hypotheses du théo-
réme, on le regarde comme un point dans A" et on l'enferme dans des sous-
variétés produit de A" de dimension décroissante et de degrés et hauteurs contro-
1és. Au final, I'un des facteurs de cette variété sera réduit a un point, et le controle
obtenu sur sa hauteur contredira les hypotheses, achevant la preuve.

Pour cela, il s’agit, étant donné une telle variété, de produire une forme sur un
des facteurs, s’annulant au point étudié, par laquelle couper pour faire décroitre
la dimension de la variété dans laquelle on I'a enfermé ; nous 1’appellerons forme
motrice. Si cette forme est suffisamment bien controlée, le théoreme de Bfzour,
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dans ses versions géométrique et arithmétique, permet alors de controler le degré
et la hauteur de l'intersection.

Le coeur technique de la preuve est donc la construction de cette forme motrice,
pour laquelle on utilise la méthode de THUE. De fagon classique, on commence
par utiliser un lemme de SIEGEL pour produire une forme auxiliaire de multidegré
prescrit (et étagé sur les différents facteurs) et de hauteur controlée, qui s’annule
avec un indice (lui aussi étagé) élevé le long de I'hyperplan approché. L'étape
d’extrapolation montre alors que la forme auxiliaire s’annule au point étudié, puis
un lemme de zéros (en 1’occurrence, une variante du théoreme du produit) permet
de conclure a l'existence de la forme motrice, ce qui clot la preuve.

1.5 Définitions et notations

1.5.1 Formes homogénes et multthomogénes

On notera généralement X = (Xo, ..., X,;) un groupe de variables. Si A € N7+l
est un multiindice, on notera X = XQO e X,ﬁ‘”. On introduit également les nota-
tions Al = Agl---Aylet |A] = Ag+---+ Ay, ; on note alors (‘ﬁ') = % le coefficient
multinomial. Pour les dérivées, on utilisera les notations

o’ oMo M 1 ot

— e A [
aXr —axmaxm ot Y T aiaxn

Introduisons maintenant quelques notations pour les formes multihomogenes;
nous travaillerons principalement avec des formes sur des puissances d’espaces
projectifs, nous nous limitons donc a ce cas pour alléger un peu. On notera X =
(X(M),...,X(m)) un groupe de groupes de variables, ott X)) = (Xél), .. .,X,(j)). On
étend naturellement les notations projectives: pour A € N"+D™ on note X} =
(XA (XA - on procede de méme pour les factorielles et les dérivées
(divisées). Par ailleurs, on note |A| = (]A(D],..., |A(M)]) le vecteur des longueurs
de A et [A] = T |A0).

1.5.2 Normes locales

A chaque place v d’un corps de nombres k, on associe la valeur absolue qui
prolonge une des valeurs absolues standard de Q, autrement dit |p|, = p~! si v
divise un premier p et |2|, = 2 si v est archimédienne.

Si v est une place finie de k, on définit la norme v-adique d’une famille* fi-
nie d’éléments de k comme le maximum des valeurs absolues v-adiques de ses

1. Au sens de « suite non nécessairement ordonnée » : les répétitions d’éléments sont possibles.

10
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éléments. Si v est archimédienne, on utilisera les normes usuelles suivantes:

5 1/2
10 — Z’xl”z; HX 20 — (Z’xi’z]) :
i i

HxHoo,v :ml.aX’xl”U HX

On définit alors la norme dun polyndme comme celle de la famille de ses coef-
ficients. Si 7 = (Fy,...,F,) est une famille de polynémes, on définit de plus sa
norme [||F|||«» comme pour la norme | - ci-dessus, mais en remplagant |x;|,
par ||F|, , dans le membre de droite.

Aux places archimédiennes, on dispose également de deux notions de mesure
pour les polyndmes. La premiere est la classique mesure de MAHLER, définie pour
v archimédienne par:

[

1 1 ‘ .
IOgMU(P):/O dtl,,,/o dtnlog‘p(ebntl"”,eth,,)’v

si P # 0 et M, (0) = 0; aux places ultramétriques on notera My (P) = [|P|[, -

La seconde, que nous appellerons mesure projective, est une variante introduite
par PHILIPPON pour les formes multihomogenes en intégrant sur un produit de
sphéres et non de cercles ainsi qu’en ajoutant un facteur correctif. On conservera
M, (P) = [|P||,, aux places finies, et aux places infinies, si P est multihomogéne
de multidegré 6 en I groupes de ny + 1 variables:

logM,(P) = (/

S1X-- XS

I
log|Pl, p A+ Apr) + ) G- Ty
k=1

ou Sy = {u € C™, ||ul|, = 1} estla sphere de dimension 21y — 1 plongée dans C"
muni de sa structure hermitienne usuelle, y; désigne la mesure sur Sy invariante
par l'action du groupe unitaire et normalisée par p(Sx) = 1, et enfin

141
’)’n:*Z*~
Zqzlq

On renvoie a [NPo1] p. 86 pour un rappel des propriétés essentielles.
On rappelle au passage la définition du nombre de StorLL

St =) 1 =31 5 (12)

et les majorations élémentaires

1+1 1)1 1
< B <log(n +1) st, < T )cz’g(“ )

<nlog(n+1) (1.3)

obtenues en comparant avec des intégrales, par exemple.

11



1 Introduction

Pour traiter les cas archimédien et ultramétrique de fagon unifiée, on notera
si v est ultramétrique. On note de plus

20 || v — H ||oo,v

5 {1 si v est archimédienne
,v p—

0 sinon

ce qui permet d’écrire par exemple x|, , < ||x[|, (7 + 1)’ pour toute place v si
x est un vecteur a n + 1 composantes.

Parmi les comparaisons de normes et mesures qui nous seront utiles, rappelons
celles entre mesure projective et norme euclidienne ou longueur. Dans la démons-
tration du lemme 3.3, p. 111 de [Rémo1a], il est établi que si P est une forme
multihomogene de multidegré d en plusieurs groupes de n + 1 variables, dont on

note p, les coefficients, on a

i< (4) 2t < (4) )

o

ce qui en sommant sur les multimultiindices « tels que |a| = d, donne immédiate-
ment, par la formule multinomiale:

1Pl < (14 1) Mo (P) . (1.4)
Dans l'autre sens, la définition de la mesure projective donne immédiatement

Mo(P) < [|Pll, exp(S0 Y dic - 1n) < [Pl (1 + 1)1 (1.5)
k

1.5.3 Hauteurs

On définit la hauteur additive d"une famille finie d’éléments de k (en particulier,
d’un vecteur ou d’un polynéme via la famille de ses coefficients) comme

() =) Aolog|l- .,
%

ou Ay = [ky : Qp]/[k : Q], la somme est prise sur I'ensemble des places de k
et x désigne 1'une des normes ci-dessus; pour une forme (multi)homogene, on
notera hp la hauteur obtenue en utilisant la mesure M, au lieu de la norme dans
la formule ci-dessus. On note également H, = exp h, la hauteur multiplicative.

La hauteur d"une famille, ainsi définie, est invariante par multiplication de cette
famille par un scalaire, et ne dépend pas non plus du corps de nombres. Ceci
permet de définir la hauteur d’un point de P"(Q) comme celle de ses coordonnées
homogénes.

Si V est une sous-variété de P" on peut lui associer des formes de CHow relatives

a certains indices de la fagon rappelée dans [NPo1] au début du chapitre 6. Nous

12
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ne considérerons généralement que la forme d’indice (1, ..., 1), que nous noterons
fv. Cette forme est bien définie a multiplication par un scalaire pres, la définition
h(V) = h.(fy) a donc un sens.

Parmi les différentes hauteurs définies pour les points, /e est la hauteur de
WEILL et h; est la hauteur projective; pour les variétés, la hauteur projective est hip.
Dans le cas ot V = {x} est réduite a un point, on a hp(V) = hy(x), ce qui justifie
la terminologie.

Nous utiliserons principalement la hauteur projective, pour ses propriétés géo-
métriques, et la hauteur &, pour les propriétés agréables de la norme L; (longueur)
aux places archimédiennes. Rappelons donc comment ces hauteurs se comparent
dans le cas d’une variété: cette comparaison découle directement de (1.4) et (1.5)
appliqués au cas particulier d"une forme de CHow:

|hp(V) —h1 (V)] < (dimV +1)(deg V) log(n+1) . (1.6)

Par ailleurs, sil’on fixe un plongement ®: A — P", on a des notions de hauteurs
sur A(Q) associées a ce plongement. Si de plus ce plongement est associé a un
fibré £ symétrique, on peut définir de facon classique une hauteur normalisée
h (dite de NERON-TATE), qui dépend encore du fibré £ mais plus du choix d’un
plongement particulier associé a ce fibré, ni de la norme ou mesure utilisée aux
places archimédiennes pour définir la hauteur projective.

Si le fibré L est symétrique, cette hauteur normalisée induit une forme quadra-

tique définie positive sur ’espace de MORDELL-WEIL de A.

1.5.4 Plongement projectif de la variété abélienne

On supposera en général fixé un plongement @: A — P" associé a un fibré
symétrique L. On supposera de plus le plongement projectivement normal (c’est-a-
dire tel que l'application T'(P", O(i)) — ['(A, LZ") soit surjective pour tout i > 1);
cette condition n’est pas restrictive car si M est un fibré ample, alors M®! est tres
ample et satisfait la condition des que | > 3.

On introduit alors quelques constantes et notations associées a ce plongement,
dont on justifie brievement l'existence sous ces hypotheses. On discutera ensuite
de la possibilité d’expliciter certaines d’entre elles dans certains cas.

Fait 1.5.1. Il existe une constante réelle Cg telle que pour toute sous-variété V de A on ait
|hp(V) — (V)| < éo(dimV + 1) deg V (1.7)

oil It est la hauteur normalisée telle que définie dans [Phig1] pour les variétés. En particu-
lier on a

|hy(x) — h(x)| < ¢o (1.8)
pour tout x € A(Q).

13
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Démonstration. Inclus dans la proposition 9 page 281 de [Phig1]. O

Lemme 1.5.2. Il existe un entier N, un ensemble T de N ouverts recouvrant A?, et une
constante Cg qui se décompose en Co = [, Céfv oit les Cg ,, sont des réels tous supérieurs
et presque tous égaux a 1, possédant la propriété suivante.

Pour tout couple d’entiers relatifs (a,b) n’admettant que 2 et 3 comme diviseurs pre-
miers, il existe une famille (L(407)),cr de (n + 1)-uplets de formes telle que :

1. la famille (L,(f’b”)) ke{o,..n} Teprésente le morphisme (x,y) v~ ax — by dans le plon-
gement © sur (I'image de) vy ;

2. chaque forme L,((a’b’v) est bihomogene de bidegré (2a2,2b%);

3. pour tout place v et toute carte 7y, on a

[|IL@b) ||y, < CHH (1.9)

,0

4. pour tout (x,y) € A? et toute place v il existe une carte v € T telle que (x,y) € v

et
1L @) o s
242 2p2 <2 @,(; ) (1.10)
||x 1,0 |y 1,0

(Par ailleurs, cette quantité est majorée par Cg ;’bz d’apres le point précédent et les

propriétés de la norme utilisée.)

De plus, on peut prendre N = deg A/ g! oit deg A est le degré de I'image de A dans le
plongement projectif considéré.

Démonstration. Le fait 3 page 276 de [Phig1], appliqué a S = {2,3}, donne? pour
tout entier relatif3 2 n’ayant que 2 et 3 comme facteurs premiers, une famille de
n+ 1 formes F(@) de degré a? représentant globalement la multiplication par a dans
le plongement fixé, et une famille de constantes (Cz34), presque toutes égales a 1,
telles que, pour toute place v,

9 )

1o S Cg;,v et, pour tout x € A(Q), o > Z—élzv )

IF@)]

2
1175

On conclut directement en composant avec le systeme complet de formes repré-
sentant la soustraction donné par le lemme suivant. O

Lemme 1.5.3. Il existe un entier N, un ensemble I de N ouverts recouvrant A2, une
constante Cg, qui se décompose en Cgy = T1,(Cg )% oit les Cg,, sont des réels tous
supérieurs et presque tous égaux a 1, et enfin une famille (D(V)).,.cr de formes bihomogenes

de bidegré (2,2) telles que

2. A quelques différences de normes et notations pres, qui sont sans incidence vu qu’on n’an-
nonce pas de valeur explicite.

3. La référence citée énonce son résultat avec des entiers naturels, mais le résultat de SERRE sur
lequel elle se base est en fait valable pour des entiers relatifs.
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1. la famille (D,(j))zzo représente le morphisme de soustraction dans le plongement ©
sur (I'image de) vy ;

2. pour toute place v et toute carte <y, on a ||[DO|||1, < Cgy 5

3. pour tout (x,y) € A? et toute place v il existe une carte 7y € T telle que (x,y) € v

et
IDW (x,y) Iy,

2 2
€30 1y 1130

(Par ailleurs, cette quantité est majorée par Cg,,, d’apres le point précédent et les
propriétés de la norme utilisée.)

> (Cop) " (1.11)

De plus, on peut prendre N = deg A/g! oit deg A est le degré de I'image de A dans le
plongement projectif considéré.

Démonstration. Vu les hypotheses sur le plongement, [LR85] assure qu’il existe
un systéeme complet de formules de bidegré (2,2) représentant I’addition. On en
déduit aisément un systeme complet de formules pour la soustraction de méme
degré en composant sur le deuxieme facteur avec une famille de formules linéaires
représentant globalement la multiplication par —1. Cette famille répond a toutes
les exigences du lemme (a condition de choisir Cg , en conséquence) sauf peut-
étre le dernier point, pour lequel on utilise le méme argument que pour la fin de
la preuve du fait 3 page 276 de [Phig1] cité précédemment, mais appliqué cette
fois a la famille (D,E“Y))Zee{rown}.
De plus, le lemme 2.1 page 607 de la référence citée et le paragraphe le précédant
montrent qu’'on peut choisir un systéme complet de lois d’addition en bijection
avec l’espace des sections globales du faisceau m* £ ® p}£? ® p3L£? dans les no-
tations de la référence, ot en particulier m: A% — A est le morphisme d’addition.
Or, L étant symétrique, ce faisceau est isomorphe a d*L si l'on note d: A% — A le
morphisme de soustraction. Par ailleurs, on voit que I'(A%,d*L) = T(A, L) de la
méme fagon que 1’égalité analogue pour m* L obtenue page 607 de la référence.
Ainsi, on peut prendre N = h°(L) = x(L), ou la derniere égalité provient
du fait que £ est ample. Le théoréeme de RieEMaNN-RocH abélien entraine alors
l'assertion faite sur N. O

Remarque 1.5.4. On peut évidemment supposer que Cg, > C/®,v pour tout v car
le lemme 1.5.3 page précédente n’est qu'un cas particulier du lemme 1.5.2 page
ci-contre.

Notations 1.5.5. On fixe désormais des constantes et formes telles que données par
les deux lemmes précédents et le fait 1.5.1 page 13. On note de plus cp = logCe
et cg = log Cg,.

Remarque 1.5.6. On supposera que n > 2 et N > 3, et le degré de (I'image de)
A dans le plongement est au moins 3, ce qui est le cas dans les plongements
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usuels: plongement de WEIERSTRASS pour une courbe elliptique ou en général,
plongement de MuMFORD modifié (voir ci-dessous).

Discutons maintenant des valeurs explicites qu’on peut donner a certaines de
ces constantes pour des plongements bien choisis. On considére principalement
les plongements de MuMFORD modifiés tels que définis dans [DPoz]. Nous note-
rons hy la quantité notée h(A) dans cette référence, car dans nos notations, 11(.A)
désigne plutot la hauteur de la forme de CHow de A dans ce plongement. On in-
troduit au passage la quantité suivante, qui sera utilisée dans I"énoncé du fait 3.6.4
page 110:

hY = [k4 : Q] max(hy, 1) (1.12)

ol k4 est un corps de définition de A plongée ; cette quantité est celle notée ip(.A)
dans la référence en question (théoréme 1.4 page 641).
La proposition 3.9 page 665 de la référence citée dit alors qu’on peut choisir

to = 48y +3¢log?2 .

Par ailleurs, leur proposition 3.7 page 662 donne une famille totalement expli-
cite de formes représentant globalement le morphisme d’addition-soustraction
(x,y) — (x+y,x —y). On en déduit par projection sur un des facteurs un sys-
teme complet totalement explicite représentant au choix I’addition ou la soustrac-
tion, avec un atlas a n + 1 cartes (qui sont plus précisément les préimages des
hyperplans standard par le morphisme de soustraction ou d’addition).

De plus, leur lemme 3.11 page 666 donne une famille représentant globalement
la multiplication par 2 et possédant des propriétés analogues a celles exigées par
le lemme 1.5.2 page 14. En rapprochant ces formules de celles représentant le
morphisme d’addition-soustraction (dont le carré est la multiplication par deux
sur les deux facteurs), il est possible d’expliciter Cg , en fonction des constantes
(explicites) données par le lemme 3.11 de la référence citée.

Le point d’achoppement pour finir d’expliciter Cg est donc l’existence de for-
mules globales pour la multiplication par 3 qui soient suffisamment bien contro-
lées. A notre connaissance, on ne dispose pas a ce jour de formules explicites
comme pour la multiplication par 2; il est néanmoins possible de majorer la hau-
teur d'une famille représentant globalement la multiplication par 3, puis, grace a
un nullstellensatz effectif, d’en déduire une constante telle que la minoration vou-
lue soit satisfaite.

Dans le cas particulier des courbes elliptiques, si 1’on choisit de les plonger dans
P2 par un plongement de WEIERSTRASS, on dispose alors de formules globales to-
talement explicites pour la multiplication par n'importe quel entier, ainsi que d'un
systéme complet de 3 familles de formes de bidegré (2,2) représentant 1’addition,
données par la section 2.13 (pages 126 a 142) de [Faro3]. On pourrait en déduire
une valeur totalement explicite de Cg pour les plongement de WEIERSTRASS. Par
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1.5 Définitions et notations

ailleurs, FArRHI donne une valeur explicite de g a partir de ces formules (théo-
réme 2.13.3 page 141).

Pour conclure cette section, remarquons que les différentes constantes intro-
duites ici, ainsi que la quantité h;(A) qui sera utilisée plusieurs fois, ne sont
pas exemptes de liens entre elles: par exemple, il est facile de majorer h;(.A) en
fonction de ég en utilisant (1.7) puis (1.6); en reprenant les arguments utilisés
dans [DPoz] pour déduire la proposition 3.9 du lemme 3.11, on pourrait majorer
Co en fonction de cg, etc. Néanmoins, nous avons choisi de laisser ces différentes
constantes telles qu’elle apparaissent naturellement, laissant au lecteur le choix (et
le soin) d’effectuer les estimations les plus appropriées en fonction de la situation
considérée.

Par ailleurs, si ¢g est utilisée assez abondamment dans tous les contextes, en
revanche seule la démonstration de I'inégalité de Vojta utilise cg et N : I'inégalité
de MUMFORD repose uniquement sur cg, et nutilise pas la valeur de N. Nous lais-
serons N telle quelle dans tous les résultats techniques et n’utiliserons 1’estimation
donnée ci-dessus que lors de la déduction des résultats principaux.

1.5.5 Distances et conditions d’approximations

Pour chaque place v de k, on pose

: [x Ayl X
disty(x,y) = ———— OUXAY = (Xi¥j — YjXi)o<i<j<n -
||x 2,0 ‘y 2,0
Cette définition correspond, pour les points, a la distance d’indice 1 utilisée dans
[Phio1] et [Jadg6]. Cette derniere référence (notamment lemme 3.2 (ii), page 51)
montre qu’il s’agit bien d"une distance au sens usuel du terme (ultramétrique si v

'est). Par ailleurs, il est évident & partir de la définition que la distance est toujours

majorée par 1.

Pour la distance entre un point et une variété, on s’écarte par contre légerement
des références citées, en posant+

dist,(x, V) = inf dist,(x,v) .
o(x, V) yeV(Ca) o(%,Y)

Les deux notions sont en fait trés comparables, voir la section suivante. La notion
qu’on vient de définir bénéficie par contre de la propriété suivante: si V.C V'
alors dist,(x, V') < dist,(x, V), qu’on utilisera couramment pour se ramener au
cas oi1 V est une hypersurface. Evidemment, on a dist,(x,V) =0 < x € V(C,).

Soient k un corps de nombres, § un ensemble fini de places de k et ¢ > 0 un réel.
Le but est d’étudier les points x € A(k) satisfaisant a la condition d’approximation

[T disto(x, V)% < cHy(x) ¢ (1.13)
veS

4. Siv est finie, C, n’est pas localement compact et 'infemum n’est pas nécessairement atteint.
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ol ¢ est une constante réelle et A, = [k, : Q,]/[k : Q], de sorte que le membre de
gauche ne dépend pas du corps de nombres (contenant x) utilisé pour le calculer.
Autrement dit, une telle condition a un sens sur Q.

Malheureusement, cette condition n’est pas facile a exploiter techniquement. On
introduit donc, comme il est d’'usage, un autre type de condition faisant appa-
raitre une inégalité par place. Plus précisément, soient ko un corps de nombres,
Sp un ensemble fini de places de ko et (Ay)yes, une famille de réels telle que
Yves, AoBo(ko) = 1. On utilisera des conditions d’approximations du type

dist,(x, V) < coHa(x) ™™ VYo € Sy (1.14)

ou les ¢, sont des constantes réelles. Si 'on choisit ¢ = [,es, ¢, il est clair
que (1.14) est une hypothese plus forte que (1.13), mais on verra qu'un décompte
sous I'hypothese forte implique en fait un décompte sous ’hypothese plus faible
(section 4.2 page 118).

Par ailleurs, il est facile de donner a cette condition un sens sur Q, de la facon
suivante. Si k est une extension finie de ko, on note S I'ensemble des places v de
k qui sont au-dessus d'un élément vy de Sy et on pose A, = Ay, ainsi que ¢, = cy,.
On a toujours

Z Aoy =1 (1.15)

veS

et il est clair que la condition (1.14) est équivalente a

dist, (x, V) < coHa(x) ™ Vo eS.

Remarque 1.5.7. Vu que toutes les conditions considérées ont un sens sur Q, dans
la suite on se préoccupera en général assez peu du corps de nombres utilisé. Sauf
indication contraire, k désignera un corps de nombres « assez grand », contenant
en particulier un corps de définition des approximations exceptionnelles considé-
rées, et les notations S et A, auront le sens ci-dessus; en particulier on supposera
toujours que (1.15) est satisfait sans forcément le rappeler.

En particulier, dans I'ensemble de ce mémoire, tous les objets considérés (points,
variétés, etc.) sont supposés définis sur Q sauf mention explicite du contraire.

1.6 Compléments sur les distances
On commence par établir une expression simple de la distance entre un point
et un hyperplan, cas qui sera fondamental pour 'inégalité de VojTa par exemple,

puis on étudie les liens entre la distance définie ci-dessus et celle utilisée notam-
ment dans [Phio1]. Certains des résultats établis ici ne sont pas utiles pour le reste
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1.6 Compléments sur les distances

de la these> mais sont inclus afin de donner une vision assez complete des rela-
tions entre ces deux notions.

Par ailleurs, dans toute cette section, contrairement au reste du texte, les ob-
jets (points, variétés) considérés ne sont pas supposés définis sur Q, les résultats
sont valables pour des objets définis sur C,. En revanche, les résultats d’existence
(fait 1.6.2 page suivante en particulier) ne permettent en aucun cas de garantir le
caractere algébrique des objets obtenus.

Proposition 1.6.1. Si E est un hyperplan de P", d'équation L, on a

dist,(x,E) = @l Vx € P*(Cy) .

B HL 2,0 |x||2,v

Démonstration. On commence par se ramener au cas L = Xp. Pour cela, si v est
ultramétrique, on commence par choisir un coefficient de L de valeur absolue
maximale: quitte a permuter les coordonnées, on peut supposer que c’est celui
d’indice 0. En divisant par ce coefficient, on se rameéne au cas L = X+ [; X; +
-+ +1,X, avec |l;|, < 1 entiers. Il est alors facile de voir que le changement de
coordonnées donné par x;, = L(x) et x} = x; pour i > 1 est une isométrie (son
inverse est également a coefficients de module inférieur ou égal a 1), de sorte
qu’on s’est bien ramené au cas L = X, sans modifier les quantités apparaissant
dans chacun des deux membres, ni perdre en généralité.

Aux places archimédiennes, on plonge k, dans C et on note E le relevé de E
dans C"*1. On munit ce dernier de la forme hermitienne standard et on considere
un vecteur unitaire normal a E, qu’on note ap. On complete ce vecteur en une base
orthonormée et on considere le changement de coordonnées qui envoie cette base
sur la base canonique: étant une transformation unitaire, il ne modifie aucun des
deux membres de I'égalité & prouver, et nous ramene bien au cas L = Xp.

Par ailleurs, 1’égalité qu’on cherche & montrer est banale si x € E(C,). On peut
donc supposer que ce n’est pas le cas, et méme choisir (1, xy, ..., x,) comme repré-
sentant de x. Le membre de droite est alors égal a ||x||,, ;

Soit maintenant y = (0,y1,...,yn) € E(Cy). Ona xAy = (y1,...,Yn, X1¥2 —

x2y1,-..) etdonc ||x Ayll,, = [lyll,,, avec égalité si et seulement si (y1,...,Yx) est
colinéaire a (x1,...,x,). Ainsi, pour tout y € E(C,) on a disty(x,y) > HxHZ_; et
I'égalité est atteinte, ce qui acheve la preuve. O

Remarquons que la distance entre points et variétés définie ici ne dépend en fait
que de I'ensemble des points de la variété mais pas de la structure géométrique
(multiplicités) de celle-ci. Une autre notion de distance, développée dans [Jadg6]
et [Phio1] pour le cas projectif, et [Rémo1a] pour le cas multiprojectif (qui englobe

5. Plus précisément, les seuls résultats utilisés sont la proposition 1.6.1, le lemme 1.6.4 page 21 et
la proposition 1.6.6 page 25.
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bien stir le précédent) prend au contraire en compte cette structure. Cette distance
est définie par
Mv (Dx f V)
d(u+1)
Mo (fv) %[l

0

Dist,(x, V) =

oul fy est une forme de CHow de V, son degré est noté d et sa dimension u. Le
morphisme 0, est défini dans les références citées (p. 88 de [Phio1] par exemple) ;
par ailleurs, par rapport a ces références, on considere uniquement la distance
d’indice (1,...,1). Comme pour la notion de distance précédemment définie, on a
0 < disty(x, V) < 1 avec égalité a gauche si et seulement si x € V (voir la référence
précédente).

Nous appellerons cette distance algébrique, par opposition a la distance ensem-
bliste définie ci-dessus. Examinons un peu les relations entre ces deux notions.
Tout d’abord, dans le cas ot V = {y} est réduite & un point, on a dist,(x,y) =
Dist,(x, V) d’apres [Jadg6, p. 50]. Par ailleurs, dans le cas ot V' est une hypersur-
face de degré A et d’équation F, la proposition 3.6 (p. 64) de cette méme référence
montre que
[EC) s

Dist, (x, V) = — 1o
Mo (F) [[x]12

Si V est en fait un hyperplan, on a M, (F) = ||F||,, d’apres la proposition 4, p. 266

de [Phig1] (reprise dans la proposition 2.3, point (ii), p. 23 de [Jadg6] sous une

forme plus proche de nos notations), de sorte que la proposition 1.6.1 page précé-

dente dit en fait simplement que Dist,( -, V) = dist, (-, V) dans ce cas particulier.
Dans le cas général, on a la comparaison suivante.

Fait 1.6.2. Pour toute variété V. C P" et tout point x € P"(C,), il existe un point
y € V(C,) tel que dist,(x,y) < dist,(x, V)1/ de8VedoTmi,

Démonstration. Pour les places infinies, c’est la closest point property p. 89 de [Phio1].
Pour les places finies, on constate que la preuve s’adapte, car le résultat crucial
(lemme 5.2 de la référence citée) est en fait vrai aux places finies sans le dernier
facteur (et en remplagant évidemment la mesure par la norme du sup). O

Dans l'autre sens, on a le résultat suivant, ot la notion de multiplicité utilisée
est celle définie dans [Phi89, p. 151].
Proposition 1.6.3. Pour toute variété V. C P" et tous points x € P"(C,) et y € V(Cy),
ona

Disty(x, V) < disty(x, y)" (Z(n 4 1)3/2)(m+31d)¢5v

ol =dimV +1,d = degV et m est la multiplicité de V en y.

La démonstration repose sur un développement de 0 f autour de y relativement
a X, qui permet de quantifier le fait que, 0, f étant nul, 0, f doit étre petit pour x
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1.6 Compléments sur les distances

voisin de y. De facon générale, pour écrire un développement de TAYLOR , il faudra
s’assurer de 'existence d’une carte affine X; # 0 contenant a la fois x et y. On voit
facilement que la non-existence d’un telle carte affine impliquerait dist,(x,y) =1,
rendant le résultat banal. En pratique, on pourra supposer sans probleme que x et
y sont suffisamment proches. Par ailleurs, il sera utile de pouvoir de plus choisir
un indice i de sorte que |x;|, (resp. |y;|,) soit comparable a ||x||, , (resp. ||y||,,). Le
lemme élémentaire suivant montre que c’est possible.

Lemme 1.6.4. Pour chaque x € P", il existe i € {0,...,n} tel que H';Cﬁ"” > (\/nl?)dl
2,0
De plus, pour le méme indice i, pour tout point y satisfaisant dist,(x,y) < € avec

1

€0<(

— o
’yl’U > n+1 —80 .
Y120 n+2

|yi‘v

1 1 Oy .
s 2 (gyeg) et vi # 0.

é
4\/n+1) rona

En particulier, si ey < (

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de choisir i € {0,..., n} maximisant
|xi|,. Afin d’alléger les notations, on supposera par la suite i = 0. Pour chaque z =
(zo,...,2zn) on notera £ = (z1,...,2,) le vecteur obtenu en omettant la premiere
coordonnée. On a alors, vu I'hypothese sur x et la définition de la distance:

€0HyH2,vHxH2,v 2 Hy A xHZ,U 2 HXO]? _y()fHZ,v ’ (1-16)

ou la deuxieme inégalité vient en remarquant que toutes les coordonnées de x¢ij —
YoX apparaissent également comme coordonnées de y A x.

On traite d’abord le cas ultramétrique, par 1’absurde. En effet, si on avait |y, <
1912, = ll¥llo, il viendrait [ xo#|l,, > llyok|l,, et la propriété ultramétrique ap-
pliquée au dernier membre de (1.16) donnerait eol|y|[,,|[x|l5, = [xol,l17ll,,, puis
gp > 1 contrairement aux hypotheses.

Pour le cas archimédien, 1'inégalité triangulaire dans le membre de droite de
(1.16) donne eqllyll,/1x],, > [%0l, 9112, — Iyol, 2], En divisant par [[y], ],
puis en remarquant que [|£||, ,/[|x[|,, < 1 il vient:

wolo o 1% Tvoly o Wlao bl Mo 1
= = =
o = Tl Wl = Tl Tely 7 Tyl Va1

Notons ¢ = [yol,/ [yl € [0;1]; comme [[y[13, = lyol? + 9], on réccrit Vinega-

oy 2 s 2 _ 42
lité précédente sous la forme t > 4/ }1 +t1 — gp, OU encore:

2
<n—|— )t2+2t80—|—£%—

— =0,
n+1 n+1
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1 Introduction
qui, compte tenu de I'hypothese sur ¢q et de la positivité de t, implique:
n+1 | —¢ n+2 n+1
t > -
n+2\/n+1+(n+1)2 <n+2>80

S vn—+1

~ n42

— &0,
comme annoncé. Le cas particulier s’en déduit immédiatement en substituant. [

Démonstration de la proposition 1.6.3 page 20. Notons qu’on peut supposer dim V' >
1 (donc n > 2) car on sait que les deux distances sont égales si V est un point.
On peut de plus supposer que dist,(x,y) < (1 +1)~%/2 car sinon la conclu-
sion du lemme est vide, la distance étant de toutes fagons bornée par 1. (On
peut en fait supposer une majoration plus forte, mais celle-ci est largement suf-
fisante.) Les hypotheses du lemme précédent sont satisfaites; en l'utilisant (et
quitte & renuméroter) on peut supposer que yo = xo = 1, [[yll,, < (Vn+1)*
et |lxll,, < (2v/n 1)

Par ailleurs, [[yll,, < Xl + Iy — Il < [#lly, + [Ix A yll,, car chaque co-
efficient de x — y est aussi un coefficient de x Ay. En substituant ||x Ayl,, =
disty (x, y)[| [, [yl et en divisant I'inégalité obtenue par || x||, ,, compte tenu de
I'hypothese sur la distance, il vient |[y[|, ,/[|x[,, <1+ (n41)"* < 82/81.

On reprend les notations de la section 4 (page 117) de [Rémo1a] concernant le
morphisme 9. On regarde ?fy comme un polyndme en s a coefficients dans k[X]
et on appelle G la famille de ses coefficients ; chacun d’entre eux est homogene de
degré Id et s’annule en y. Plus précisément, d’apres [Phi89, p. 151], la multiplicité
de V en y est le plus grand entier k tel que les dérivées d’ordre total k — 1 de toutes
les formes de la famille G soient nulles en y. Le développement d"une forme G € G
autour du point y s’écrit donc:

Ry

105G ,X,
kzm aeENn ! BX“ H ( T yz) )
|oc|=k

Rk,tx

On majore maintenant |G(x)|,/ Hlezdv en procédant terme & terme.

HRk,szz,v
ld
HxHZ,v

1 9*G

ld—k
a! 90X« I

k Id
HyH X AYlla0/ 120

ld—k
< 21 IIGszHyII Ixl[2,0 1112,0 dlisto (x, 1)/ 1%,

164\ %
< (%) 1Gledist(r ) (Va1
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(Pour la derniére estimation, on a majoré ||y||,, par vn+ 1 et (||ly[l,,/ ||x||2,v)ld*k

par (82/81)".) On remarque alors qu’il y a au plus (n + 1)* termes dans Ry :

IRkl 164 " .
Hled,U g (81) HGHZ,Z) dIStv(x’y)k(n+l)3kav/2 4
2,0

puis, si v est finie, [|G(x)|,,/ Hlesz < |G|, disty(x,y)™ par l'inégalité ultramé-
trique et, si v est infinie:

G(x ld 1d
H ( )HZ,U < (164) ||G||2,U Zdistv(x’y)k(n+1)3k/2
k=m

1d
x|, 81
164\ ) - smyp M 3/2\k
Slgp ) NGl disto(x, )™ (m +1)™%- Y (disty(x,y)(n +1)>2)",
k=0

ot la derniére somme est majorée par 27/26, d’ot1 finalement:

1G () 2,0

Id
112,

, (27 o (164
< 1G]l disto (x, y) (26(”+1)3 /2 <81> ) : (1.17)

La fin de la démonstration consiste alors en des comparaisons de normes et me-
sures, qu’on peut résumer ainsi (les constantes sont explicitées ci-dessous):

Mooef)  0eflaw 1G],
ol0f) o Wlao _ 19WNan oy~ ol < Mo(0f) < My(f) -
T A AT

Plus précisément, vu la définition de la mesure et une majoration facile de 1'inté-
grale dans cette définition, on a

Mo (0xf) < [[0xf 20 - €xP (00 - 1Y (4 y1)ns2)
ou l'on a noté vy; = 5:1 % La deuxiéme majoration est donnée par (1.17) ci-
dessus; pour la troisiéme on a

[0fllp,0 < Mo(2f) - (i +1)%/2)"%
d’apres (1.4). Pour la derniére, on utilise le fait que la distance est bornée par 1,

autrement dit que M, (0xf) < My (f) dés que ||x[|,, = 1: en reportant ceci dans la
définition de M, ( - ) et en intégrant, il vient facilement

M, (2f) < Mo (f) - exp(do - [dy11)
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On met alors ces estimations bout a bout et on utilise la majoration classique
Yn < (1 +logn)/2 pour obtenir

1\ %
Disty (x, V) < exp(Jo - 1d7Y (5 1)) - disto (x, )" (Z(n 41)3m/2 (18614) >
(n(n+1)%/2)"% - exp(6, - [dys1)

0y
< disty (x, y)™ <27(n + 1)3m/2>

26
164 [en(n+1) n(n+1)2% /= oo

< disty(x, )" <(2<n i 1)3/2)m(2(n + 1)9/2)151)(5-0

en remarquant que 82e/(81v/2) < 2, ce qui achéve la preuve. O

Les deux dernieres propositions permettent donc de comparer la distance al-
gébrique et la distance ponctuelle en toute généralité. On voit bien intervenir la
structure géométrique de la variété via son degré ou sa multiplicité en un point
(évidemment majorée par le degré) respectivement. En conséquence, le corollaire
suivant est assez naturel: il montre que les deux distances coincident dans le cas
d’un sous-variété linéaire, ce qu’on savait déja dans les cas particulier des points
et des hyperplans.

Corollaire 1.6.5. Si V est une sous-variété linéaire de P", pour tout point x € P"(C,)
on a dist,(x, V) = Dist, (x, V).

Démonstration. Si v est finie, c’est une conséquence immédiate des deux propo-
sitions précédentes. Sinon, on utilise la proposition 3.10, p. 76 de [Jadg6] et sa
preuve, qui montre qu’on peut supposer que V est définie par Xg = --- = X =0
etque x = (0,..., X, X¢11,0,...,0).Sil'on pose y = (0,...,0,1,0,...,0) ot le 1 est
en (k + 1)-ieme position (en particulier, y € V), on a

x A
dist, (x,y) = Ix Ayl _ i, = Dist,(x, V)

1xll20 1¥ll20 M2

ot la derniere égalité est le résultat de la proposition citée. Par ailleurs, il est clair
que pour touty € V, c’est-a-dire y = (0,...,0,Yk11,..-,Yn), ON A

2 2 2
_ |xk|UHy||2,U+ |xk+1|vz?:k+2‘yl|v > |xk’z2;

=

— - = Disty(x, V)?
HXHZ,UHyHZ,U HXHZ,U

dist, (x, y)?

ce qui achéve la preuve. O

24



1.6 Compléments sur les distances

Par ailleurs, dans le cas particulier ott V est une hypersurface, on peut obtenir
une version un peu plus précise de 1.6.3 page 20 en utilisant 1’expression parti-
culiere de la distance algébrique dans ce cas. Cette version nous sera utile par
exemple pour démontrer une inégalité de LIOUVILLE (section 3.2 page 96).

Proposition 1.6.6. Pour toute hypersurface V. C P" et tous points x € P"(C,) et y €
V(Cy), ona

Disty(x, V) < disto (x, )™ ((17/8) (n + 1)+3m/2)%

ot d = deg V et m est la multiplicité de V en y.

Démonstration. On procéde comme pour la propriété précédente, sauf que cette
fois-ci on peut seulement supposer que dist,(x,y) < (4(n +1)7/2)~%, dont on
déduit également que [|y|l, /| x[/,, < 82/81. On développe alors une équation
G de V, et non plus un coefficient de 9f; on obtient ainsi, au lieu de (1.17), la
majoration suivante:

5

G(x , 27 164\ ?

‘Hx(||3’v < HG||2,U dist, (x, y)™ (26(n+1)3m/2 <81> > ) (1.18)
2,0

On utilise & nouveau (1.4), qui donne ||G||,, < My(G)(n + 1)¢, pour conclure. [
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2 Inégalité de Voita

2.1 Cas particulier fondamental

Nous établissons d’abord une inégalité de VojTa effective dans le cas particulier
otl la variété a approcher est, dans un plongement © fixé (cf. section 1.5.4 page 13)
I'hyperplan Xy = 0; nous verrons plus tard (section 2.7 page 80) que ce cas im-
plique le cas général. On rappelle la remarque 1.5.7 page 18 concernant le sens a
donner a la condition (2.1) dans 1’énoncé suivant.

Théoréme 2.1.1. Soient E I'hyperplan défini par Xo = 0 dans le plongement fixé et € > 0

un nombre réel. Pour tout m > g+ 1, il n'existe dans A(Q) aucune famille de points
X1,. .., Xm satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < dist,(x;, E) < Ha(x;) ™™ VYveS (2.1)
h(x1) > ay (2.2)
cos(x;, xj) > 11—y (2.3)
h(xi) > Bvh(xi-1) (2.4)
avec
ay = 4oy AT (2:5)
By = 4mA>"f(m) (2.6)
_ l 8 erﬁg
= (ns) @7)
A = max((deg A)™,5m* (85N - 5¢ - e 1) "5 deg A, (vV2mg)"™)  (2.8)
mg
fwy =TT @i+1) (2.9)
i=u+1
c10 = max(hi(fa),co,Co,nlog(n+1)) (2.10)

La démonstration de ce théoreme occupera la majeure partie de ce chapitre,
jusqu’a la section 2.7 page 8o non incluse.

Remarquons que dans 1’énoncé ci-dessus, E n’est pas une sous-variété de A4,
cependant il est clair que si dans la condition (2.1) on remplace E par EN 4, on
obtient une condition plus forte: dist,(x, E) < disty(x, ENA)etx ¢ ENA &
x & E pour x € A. Ainsi, I'énoncé ci-dessus est légerement plus fort que le méme
énoncé en remplacgant E par E N A dans la condition d’approximation.
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2 Inégalité de VoyTa

2.2 Réduction et autres préliminaires

On rappelle pour commencer que d’aprés la proposition 1.6.1 page 19, on a
dist,(x, E) = |xol,/| x5, ce qui est une motivation pour traiter en premier le cas
ot E = Z(Xp), 'autre raison étant que l'indice d’annulation le long de E admet
une définition particulierement commode & manipuler dans ce cas (section 2.3
page 44)-

Notons pour commencer qu’on peut supposer ¢ < 1, car sinon l'inégalité de la
taille appliquée a 1’expression de la distance ci-dessus montre qu’il n’existe aucun
point satisfaisant (2.1), sans méme utiliser les autres conditions. De méme, on peut
supposer que E ne contient pas A car sinon il n’existe aucun point satisfaisant (2.1).

2.2.1 Poids associés a une famille d’approximations

La démonstration procede par l'absurde: si le théoreme est faux, fixons une
famille ey, ..., e, qui le contredit. Bien que cette famille soit toujours supposée sa-
tisfaire a toutes les conditions du théoréme, nous préciserons dans les hypotheses
de la plupart des énoncés suivants la ou lesquelles de ces conditions nous utilisons,
par souci de clarté.

Nous utiliserons des combinaisons linéaires des e; de petite hauteur. Les lemmes
suivants permettent de choisir les coefficients pour ces combinaisons; nous les
prendrons entiers et n'ayant que 2 et 3 pour diviseurs premiers, de sorte a dispo-
ser de représentations polynomiales convenables des formes linéaires abéliennes
associées satisfaisant (1.9) et (1.10).

Lemme 2.2.1. Soit { > 0 un réel et supposons qu’aucun des e; n’est de torsion. Il existe
des entiers a; € 2N3N tels que, pour tout i € {1,...,m}:
i
1 <4 Ij(ei)
14+C " a2h(er)
Démonstration. L'hypothese qu’aucun des e¢; n’est de torsion garanti que le quo-

tient des /1(e;)/f(e1) est bien défini et n’est jamais nul. On commence par choisir
des rationnels b; = 2023 tels que

<1+4C. (2.11)

L <bffl(€i) <140,

1+§ h(f?l)

soit en prenant les logarithmes et en divisant par deux:

1. he)| _1

bizlog2+biglog3+—logA(el) < zlog(1+47) .
Comme Zlog2 + Zlog3 est dense dans R, il est certainement possible de choi-
sir indépendamment pour chaque i deux entiers b;, et b;3 tels que cette derniére

condition soit satisfaite.
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2.2 Réduction et autres préliminaires

II ne reste plus qu’a définir 2; comme un dénominateur commun des b; puis
a poser a; = ab; pour tout i > 1. Notons que ceci nous permet de choisir les a;
arbitrairement grands, car seuls leurs rapports comptent. O

En utilisant les inégalités élémentaires (1+ )" >1—Cet (1+0)/2<1+7/2,
on en déduit facilement que pour toute famille (4;) satisfaisant a (2.11), on a

|ailei] —aqleq|] < ga1|61] et |ajlei| — ajlejl| < Zayles] (2.12)

pour tous i et j, ot | - | = i -)/2 désigne la norme de NERON-TATE. Cette inégalité
nous sera utile pour démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. Soient { > 0 et (a;) une famille d’entiers satisfaisant a (2.11) (on suppose
qu’aucun e; n'est de torsion). Si de plus la famille (e;) satisfait a (2.3), alors pour tout
i€{1,...,m}onah(ae; —aneyn) < ath(er) (> +2yv(1470)).

Démonstration. En développant le membre de gauche, il vient successivement
‘uiei - amem|2 = ‘uiei‘z + |amem‘2 - 2<€l1'€i, ﬂmem>
= ailed” + aj,len|” — 2aiau{ei, en)

= (ajle;] — am\em|)2 +2a;am (lei||em| — (ei,em))

< (ailei] = amlem])* + 2aiayei] lew|vv d’apres (2.3)
2
< (Carler))* +2 (a1|el|\/1 + é) TV d’apres (2.12) et (2.11)
qui donne le résultat annoncé en factorisant (a;|e;|)? = a2h(ey). O

Notations 2.2.3. On choisit désormais et jusqu’a la fin du chapitre une famille (a;)
donnée par l'application du lemme 2.2.1 page précédente avec { = /7v/2 (en
effet, (2.2) et (2.4) garantissent qu’aucun ¢; n’est de torsion) et a; assez grand * (ce
qui est possible car seuls les rapports entre les différents a; importent).

En remarquant que vy < 1/2, le lemme précédent et la relation (2.11) donnent
immédiatement les relations:

h(aie; — amen) < 3yvath(e) (2.13)
2J1(e;

1< ”;fel) <2. (2.14)
2 ajh(er)

Les estimations de la deuxiéme ligne sont un peu larges mais suffiront amplement
en pratique.

1. Ce qui sera utilisé a la section 2.4.2 page 60, voir en particulier (2.49) et le dernier paragraphe
de la section citée.
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2 Inégalité de VoyTa

Jusqu'a présent nous avons surtout exploité 1’hypothese (2.3), pour (2.13). En
tenant compte de I'hypothése (2.4), on voit de plus que la suite 42, ..., a2 décroit
au moins comme une suite géométrique de raison inférieure a 1. Plus précisément,
des que e satisfait (2.4), on a

a2

By

en appliquant directement la définition de a;. On peut ainsi majorer des sommes
faisant intervenir les a? en fonction de a? ; par exemple, 1'énoncé suivant nous sera
utile par la suite.

<(1+47Q)-

Lemme 2.2.4. Ona Y M (a? +a2) = Y0 pia? < 243, oit lonanoté n; = 1sii < m
et Ny =m—1.

Démonstration. En effet, on écrit

1 m—1 m—1 a2 m—1 aZ
- Z IZ +El =1+ % + Z *12
a1 i=1 a7 i=2 M
m 1_’_6; m—1 B
< 1+ (m,1 ) + (1 + é’) Z 5Vl+1
\% i=2
2 \m1 1
<14+ (1+ < )
A+ (:BV> Bv —1
Pour conclure, il suffit d’observer que By > 4 et que vy < 1/9. O

2.2.2 Réduction a lUexistence d'une forme motrice

Nous regardons e = (e;) comme un point de A™ plongée dans (P")", et intro-
duisons 'ensemble V(e) des sous-variétés produit Z = Z; x - - - X Z,, de A™ qui
contiennent e et satisfont aux majorations suivantes, ot1 les notions de degré et de
hauteurs s’entendent dans le plongement @ et ot1 'on rappelle la notation #; = 1
sii<metn, =m-—1:

miax D;<B=c, STAS®) (2.15)
[1D: < Af® (2.16)
i=1

Z n;a; ]’ll fz C1 @A( )f(”)a% , (2.17)

ou l'on a noté D; = deg Z; et u = dim Z, ainsi que

m

o = 5m* (85N - 58 - ¢~ 1) "3 (2.18)
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2.2 Réduction et autres préliminaires

de sorte que ’ensemble V(e) ne dépend de e que par la condition e € Z et les
rapports entre les a;.

Pour commencer, remarquons que cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient
A". En effet, la définition de A (deux premiers arguments du maximum) assure
que (2.15) et (2.16) sont satisfaits; le fait que c19 > hi(A), que A > 2 et le
lemme 2.2.4 page précédente garantissent que la condition (2.17) 1'est aussi.

Nous allons voir qu’a partir d’une variété dans V(e) on peut en fabriquer une
plus petite, pour peu que la variété initiale n’ait aucun facteur réduit a un point.
Pour cela, on utilise la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Soit Z € V(e) n'ayant aucun facteur de dimension nulle. Alors il
existe un i et une forme T ne dépendant que de XV), s’annulant en e mais pas identique-
ment sur Z, telle que

deg T < A2uf ()
m
qiaizhoo(T) < gAz”f(”) (6 2 iyja]zhl (fz].) + BQ%CL@A(Hr}t)f(”)) .
j=1

Supposons un instant cet énoncé acquis et voyons comment on en déduit le
théoréme 2.1.1 page 27; nous appelons « motrice » la forme T de la proposition
car c’est elle qui « fait marcher la machine » en permettant la construction itérative
dans la démonstration ci-dessus.

Démonstration du théoréme 2.1.1 page 27. Voyons comment, en partant d"une variété
Z satisfaisant aux hypotheses de la proposition, on peut fabriquer une variété Z’
plus petite et appartenant toujours a V(e): on utilise la forme T fournie par la
proposition et on note Z’ la variété égale a Z sur tous les facteurs sauf le i-eme ot
on choisit une composante irréductible de Z; N Z(T) qui contient e;, de sorte que
Z' est une variété strictement contenue dans Z et qui contient e.

Restent donc a vérifier les conditions (2.15) a (2.17); pour les deux premiéres
(degrés), le théoreme de BEzouT donne

degZ; < D;degT

ce qui montre que les quantités apparaissant dans les conditions (2.15) et (2.16)
sur les degrés sont au plus multipliées par deg T < A%/(*) en passant de Z a Z'.
Or, par définition de f on a

flu—=1) =2uf(u) + f(u) (2.19)

donc ces conditions sont a nouveau satisfaites par Z'.
Pour la condition sur la hauteur, on utilise la formule suivante (arithmetic Bézout
theorem, [Phio1, p. 87]):

he(fz;) < degZi - hm(T) +deg T - hp(fz,)
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2 Inégalité de VoyTa

ol hy est la hauteur désignée par h; dans la référence citée et par h, dans
[Rémo1b], dont le lemme 5.2 assure par ailleurs que hm(T) < heo(T) + /1. En
utilisant (1.6) pour se ramener aux hauteurs qui nous intéressent, le théoreme de
BEzout arithmétique s’écrit donc, dans notre cas (en notant u; = dim Z;):

h1(fz) < deg Z; (hoo(T) + /1) + deg T(hl(fz,.) + (u;+1)(deg Z;) log(n + 1))
+u;(deg Z!) log(n + 1)
< B(heo(T) + 1) + deg T(h1(le.) + ngB) +ngBdeg T
< AP hy(f7.) 4 Bhoo(T) + 3ngBAZ W)

et finalement, en multipliant par #;47 et en majorant dans le dernier terme cette
quantité par a2, puis en utilisant l'information sur la hauteur de T fournie par la
proposition :

WA Oy (£,) + 3a2ngBAP W) 4 y,a2Bhes(T)
maiZAMf(u)hl (fZi) + 3a2ngBA2uf(u)

m
+ BgAZf( (6 njazhi(fz;) ) + 3a2cy @ A1) )>
j=1

< AP <’7ia12h1 (fz) +Bg (6 Y maihi(fz;) + 4ﬂ%cl,@/\(1+']")f(”))>
|

en remarquant que 3n < c1@/\ pour intégrer le deuxiéme terme de la deuxiéme
ligne dans celui en ¢; o.

Nous pouvons maintenant substituer cette estimation dans la somme pondérée
des hauteurs:

m
Y miaihi(fz) = Y maih (fz,) + miaih(fz)
j=1 j#i

< AN atin(fz,) + A yath (fz,)
7

+ BgAZf (6217]a]h1 fz;) + 4aicy, oA )>
j=1

< 7BgA (Z j%j P ( (fz,) + ajcy, oAl ))
j=1

< SAPAFDS (Z’? azhy ( (fz;) + ajcy, oA+ m)f (v )> (2.20)
j=1

3

I\Jr—\

en utilisant le fait que 7Bg est (largement) majoré par AW /2 g apres (2.15). 1l
ne reste plus qu’a appliquer I'hypothese de hauteur sur Z, a savoir (2.17), pour
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2.2 Réduction et autres préliminaires

obtenir

m

3 (1) < a2 DI
j=1

qui achéve de montrer que Z’ € V(e) car
1 1 1
(u 2+ () < (uA (14 )f () = (14 )f(u—1)

On peut ainsi, en partant de A", construire une suite d’éléments de V(e) de
dimensions décroissantes, jusqu’au moment out I'un des facteurs est réduit a un
point, c’est-a-dire que Z; = {¢;} pour un certain i et en particulier /11 (fz,) = hi(e;)
vu l'expression de la forme de CHow d’un point. Par ailleurs, a ce stade on a
u > m —1; on en déduit alors, par (2.17) et (1.8),

alzfz(ei) < 2c1,@A(1+%)f(m_1)a%
puis, par (2.14),
a2h(er) < 4cy AT m-1),2 (2.21)

qui contredit directement (2.2). Cette contradiction prouve qu’il est absurde de
supposer l'existence d'une famille satisfaisant simultanément toutes les conditions
du théoreme 2.1.1 page 27. O

11 suffit donc d’établir la proposition 2.2.5 page 31 pour prouver le théoréme 2.1.1
page 27; la démonstration de cette proposition nous occupera le reste du chapitre.
L’intérét de I’énoncer immédiatement plutét qu’au moment ot nous serons en me-
sure de I'établir est de pouvoir écarter rapidement quelques cas particuliers pour
lesquels la méthode qui suit ne s’applique pas (mais qui sont heureusement im-
médiats). Nous énoncerons ces cas a la fin de la sous-section suivante apres avoir
introduit le systeme de coordonnées dans lequel ils s’expriment naturellement.

Notations 2.2.6. Désormais et jusqu’a la fin du chapitre, nous fixons une variété
Z = Zy X --- X Zy, satisfaisant aux hypotheses de la proposition; en particulier
elle n’est contenue dans aucun hyperplan d’équation X((,l) = 0 puisqu’elle contient
e qui n’est d’apres (2.1) sur aucun de ces hyperplans, et aucun de ses facteurs n’est
réduit a un point.

On notera en outre u; = dim Z; et u = dim Z ; observons de suite que 1 < u; < g
et donc m < u < mg. Notons également D; = deg Z; et B le majorant commun des
D; donné par (2.15). Enfin, on note f7, une? forme de Cnow de Z; ainsi que 7,
I'idéal multihomogene saturé de Z et Z7, ceux de ses facteurs.

2. Cette forme est unique & multiplication par un scalaire prés; au besoin on la supposera nor-
malisée de sorte que toutes ses normes locales soient au moins 1, par exemple en faisant en sorte
qu'un de ses coefficients soit 1.
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2 Inégalité de VoyTa

La preuve de la proposition 2.2.5 page 31 suit la méthode de THUE-SIEGEL : on
construit d’abord une forme auxiliaire ayant un indice élevé le long de E, puis
on montre qu’elle s’annule en e avec un indice plus faible mais toujours élevé par
rapport a son degré et on conclut en appliquant une variante du théoreme du
produit pour obtenir la conclusion de la proposition.

Auparavant, nous aurons besoin de préciser un systeme de coordonnées adapté
a Z et nous présenterons une écriture réduite des formes sur Z dans ce systéme
de coordonnées. Nous présenterons ensuite un plongement éclatant associé aux
poids a; qui permettra d’exploiter (2.13).

2.2.3 Plongements projectifs adaptés

Définition 2.2.7. Suivant [Rémos], si V est une variété de dimension s et P" un
espace projectif muni de coordonnées homogenes Wy, ..., W;, on dit qu'un plon-
gement 1: V — P" est adapté si

(@) VNZWy,...,W;) =Q;
(it) K(V) est engendré par %1), o V\éngl ;

(iii) Tt # 0 dans K(V).

Le fait suivant, qui ne fait que rappeler [Rémoob, partie 4.1, p. 114], explicite les
principales propriétés d'un plongement adapté, qui est une version plus précise
de la mise en position de NOETHER.

Fait 2.2.8. Si V de dimension s est plongée dans P" de facon adaptée, alors les fonctions

H W] W W +1
rationnelles Wer /W forment une base de transcendance de KC(V') sur k. De plus, e

est un élément primitif de IC(V) sur k(%, cee, %)

La projection linéaire V. — P° obtenue en ne gardant que les s + 1 premieres variables
est un revétement fini, éventuellement ramifié.

On controle en fait des relations de dépendance intégrale des dernieres variables
sur la base de transcendance choisie.

Fait 2.2.9. Sile plongement 1: V — P" est adapté, il existe des formes homogenes Py pour
ke{s+1,...,n} telles que:
(i) P € k[Wo,...,Ws, W\|NZy;
(ii) Py est unitaire en Wy, de degré A ;
(i) [Pl < |lfv |l pour tous v et k;
oit A est le degré de V dans ce plongement.

Démonstration. Le lemme 4.1 de [Rémoob] donne explicitement des formes satis-
faisant les deux premieres conditions.
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2.2 Réduction et autres préliminaires

Seule l'assertion sur la norme n’y est pas énoncée sous cette forme mais elle
vient en remarquant que Py est une spécialisation de fz qui annule certaines va-
riables et remplace les autres par des mondmes unitaires. O

Nous établissons maintenant une variante de la proposition 4.1, de [Rémoob] qui
montre qu’il est possible de rendre adapté un plongement donné tout en gardant
fixe le diviseur E, a peu de frais.

Lemme 2.2.10. Soit 1: V — P" une sous-variété de degré A, non contenue dans I'hyper-
plan d’équation Wy = 0. Il existe une transformation linéaire x € GL,.1(Q), représen-
table par une matrice a coefficients entiers de valeur absolue (archimédienne) majorée par
max (%, 1), telle que x o 1 est un plongement adapté a V et que Wy soit invariant par ce
changement de coordonnées.

Démonstration. On reprend la preuve de la proposition citée (p. 116); au moment
de choisir des formes linéaires Ly, ..., L, telles que

fv(Lo,...,Ly) #0,

on commence en fait par fixer Ly = Wy. Le polyndéme fz(Lo, -,..., -) est multi-
homogene de degré A en chaque variable; vu I’hypothese sur V, il est non nul
grace au théoreme fondamental de I'élimination (Elimilnation theorem, page 84 de
[Phio1]). On peut donc choisir Ly,...Ls comme dans [Rémoob] puis continuer la
preuve sans autre modification. O

Nous aurons également besoin de controler x . Le lemme suivant établit un
résultat général élémentaire sur l'inversion de matrices.

Lemme 2.2.11. Soit M une matrice p X p inversible a coefficients entiers. On a alors
Heo(M™1) < (p = 1)!+ Hoo(M)P ™1,

Démonstration. On peut supposer que les coefficients de M sont premiers entre
eux, de sorte qu'ils sont tous majorés en valeur absolue par He(M). On utilise
alors les formules de CRAMER. On constate d’abord que la contribution de I'inverse
du déterminant s’élimine en prenant le produit sur toutes les places, de sorte qu'il
s’agit d’estimer la hauteur de la comatrice. Cette derniere est a coefficients entiers,
donc de norme inférieur a 1 aux places finies, et la valeur absolue archimédienne
des coefficients est majorée par (p — 1)! Ho(M)?~L. O

Notations 2.2.12. On fixe désormais des transformations linéaires ); obtenues en
appliquant le lemme 2.2.10 a chacun des Z;, de sorte que x; o © est adapté a Z; et
on note D! = max(D;/2,1).
La construction et le lemme précédent montrent alors que
Xillooo < (D)) et He(x;') <n!-(Dj)" (2.22)

1
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On note 7, 'idéal homogene saturé de Z; dans le plongement x; o © et f7. une
forme de CHOW de Z; dans ces coordonnées. Le théoréeme de 1’élimination montre
qu’une telle forme s’obtient en composant f7, avec (la transposée de) x; sur chacun
des u; + 1 groupes de variables; il est alors clair que

)Df(uf+1)(5v

||fZi 1,0 < Hsz‘Hl,v' ((”+ 1)D1,' (2-23)

Par ailleurs, pour I € {u;,...,n}, on notera Pl(i) une relation de dépendance
de Xl(l) sur X(()l), . .,Xb(fl.) telle que donnée par l'application du fait 2.2.9 page 34
au facteur Z; dans le plongement x; o ®. L'estimation précédente et le fait cité
donnent une majoration des normes locales de ces polyndmes, qu’on peut en fait
améliorer en

I Pl(l)

vo < Ifzll1, - (2D))Piluit e (2.24)

en utilisant le début de la démonstration du lemme 4.2 de [Rémoob] (la suite de la
démonstration étant moins pertinente compte tenu des différences de normes utili-
sées). Cependant, nous utiliserons souvent la majoration plus évidente ||Pl(l) 1, <
1z |l1, dans les estimations ot cette quantité apparait déja par ailleurs.

Notations 2.2.13. On note Q; la dérivée de Pb(lfzrl par rapport a la derniére variable.

(i)

Par ailleurs, on fixe (e, ); un systeme de coordonnées multihomogenes de ¢; dans

5(1)

le plongement © et on note (¢, ) 'image de ce dernier par yx;.

Nous pouvons maintenant énoncer les cas particuliers a exclure dans la démons-
tration de la proposition 2.2.5 page 31.

Scolie 2.2.14. Dans la démonstration de la proposition 2.2.5 page 31, on peut supposer
que:

(i) é](j) # Opour tousietk € {1,...,u;};
(i) Q;(e)) # 0 pour tout i.
Remarquons qu’on a déja é(()i) # 0 d’apres I'hypothése (2.1).

Démonstration. Si le premier point n’est pas satisfait, pour un certain (i,k), on
peut prendre T = X,Ei) dans la conclusion de la proposition; en effet cette forme
s’annulle en e mais pas identiquement sur Z; (car le plongement est adapté) et les
conditions de degré et de hauteur sont largement satisfaites.

Si le deuxiéme point est faux pour un certain i , on choisit cette fois T = Q;
qui convient également: en effet, le caractere adapté du plongement implique que

Plsg_l est irréductible et de degré D; en Xl(:,)Jrl donc Q; étant de degré plus petit, ne

peut pas s’annuler identiquement sur Z;. O
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2.2 Réduction et autres préliminaires

2.2.4 Réduction de formes sur une variété plongée de fagcon adaptée

Les propriétés des plongements adaptés permettent d’associer a chaque forme
homogene, a peu de choses pres, une représentation canonique modulo Z7, défi-
nie par des restrictions de degrés en certaines variables. Introduisons pour cela
quelques notations : pour chaque C € (N U {40c0})"("*1), on notera

k[X]¢ = {H € k[X] tel que degxg) H < C}Ei) Vi k} . (2.25)

Pour tout A € N™ on définit trois tels vecteurs C}, C" et C’ par:

. ik <u . ik<u+1
(P =47 STSH o 2 TR S ESETE (06
A;j—1 sinon 0 sinon

(ci) = min((Cp)i”, (€))

pour 0 <i < met0 < k< n. Par ailleurs, on omettra I'indice A lorsqu’il est égal a
D (le vecteur des degrés de Z) pour alléger les notations.

L'intérét de k[X]C" est que, le plongement étant adapté, son intersection avec
77 est réduite a 0: en effet, XL([IZ)Jrl est de degré D; sur les variables précédentes, il
(i)
ui+1
a D; (et ne dépendant pas des variables suivantes) soit dans Z; sans étre nul. Par
ailleurs, on peut facilement vérifier que les dimensions des parties homogeénes de
degré B, notées k[X] gm et (k[X]/Zz)p sont données par des polyndmes en  ayant
le méme terme dominant, de sorte que le morphisme de réduction, qui est injectif,
n’est pas tres loin d’étre un isomorphisme en degré assez grand.

Nous allons maintenant expliciter, en chaque multidegré g € N, une applica-
tion linéaire pf définie sur la partie homogene k[X]; et a valeurs dans k[X]", qui
permet par exemple de déterminer 1’appartenance a Z7 d’une forme homogene.

L'idée générale est la suivante: on peut exploiter les relations de dépendance
des dernieres variables sur les premieres données par le fait 2.2.9 page 34 pour ré-
duire le degré en les dernieéres variables, et le deuxiéme point de la définition 2.2.7
page 34 permet méme d’éliminer totalement les variables d’indice strictement su-
périeur a u; 41, a condition de multiplier par un certain dénominateur intervenant
dans ces relations de dépendance rationnelles.

Il sera essentiel par la suite que ce dénominateur puisse étre choisi indépen-
damment du degré considéré ; pour cela ’application p sera la composée des trois
étapes suivantes: une application pg;, arrivant dans k[X]<', c’est-a-dire faisant
chuter le degré en les dernieres variables par division euclidienne, une applica-
tion pgim arrivant dans k[X] C" ’est-a-dire éliminant les toutes derniéres variables
e
pour limiter & nouveau ce degré et arriver dans k[X]

n’est donc pas possible qu'un polynéome de degré en X strictement inférieur

en faisant éventuellement croitre le degré en X et une derniere application pgiy

C///
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Avant de procéder a la construction des applications évoquées, soulignons qu’il
s’agit d’applications linéaires définies sur chaque partie homogene de k[X] mais
en aucun cas de morphismes d’algébres, les espaces d’arrivée n’étant eux-mémes
pas des algebres.

Pour construire 1'application p4;y on commence par énoncer un résultat de ré-
duction modulo des relations de dépendance intégrale sous une forme un peu
générale avant de 'appliquer au cas qui nous intéresse.

Lemme 2.2.15. Pouri € {1,...,m}etk € {u;+1,...,n}, on se donne:
(i) A; € N*;
(ii) Pk(i) € k[X(()i), s, Xff;.), X,Ei)] homogene de degré A; et unitaire en X,Ei).
On note N; = makaPIEi) |, et Z l'idéal engendré par les P]Si)
N™, il existe une (unique) application linéaire

. En tout multidegré p &

C/
Pl K[Xp — K[X] 5"

qui est l'identité modulo 1 (voir (2.25) et (2.26) pour la définition de I'espace d’arrivée). De
plus les colonnes cy de la matrice de cette application dans les bases de mondmes satisfont

la majoration de norme
m

leplly, < TT(N: )

i=1

pour tout p € N"("+1) de multilongueur B, et I'image de k[X]g” par pgiv est contenue

dans k[X]gg/.

Démonstration. C’est essentiellement une variante du lemme 2.5 de [Rémos], notre
résultat étant formulé différemment et dans un cadre d’apparence un peu moins
générale ; la preuve suivra en tout cas les mémes lignes. On commence par décom-

(i)

poser chaque P, de la fagon suivante:

A;
P = (% LR (s
a=1
ou P e k[X{,...,X!]. On a alors (X{)» = —x& P - (X{)4* mod T

et plus généralement, le lemme 2.4 de [Rémos] fournit pour tout 4 € N et tout
a € {1,...,A;} un polynéme U, , A, tel que si I'on pose, pour i € {1,...,m} et
ke{0,...,n}:

(X,Ei))q sik < u

Rikg = ‘ N
Ellqu ,(1,...,Pk(z(o)(X,EZ))AZ % sinon,
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2.2 Réduction et autres préliminaires

alors Riy 4 = (X,Ei))‘7 mod Z et on a l'estimation de norme
i q
< (1P o (28))

On définit alors pgiv par son action sur les monodmes, en posant pour tout p €

Nm(n—&-l):
Cp_pchv Xp IIIIRzkpk
i=1k=0

et en prolongeant par linéarité. L'estimation de norme annoncée découle directe-
ment de la majoration précédente en prenant le produit.
Par ailleurs, il est clair que si une forme ne fait intervenir que les variables

x

||R', 41110

pour k < u; +1, il en est de méme de son image. En effet, pgiv consiste a

substituer, dans chaque mondme, le facteur en X,Ei) (pour k > u;) par un polyndme

en X((,i), ceey Xl(,ll) et ne peut donc pas introduire de variables X]Ei) pour k > u;. [
Corollaire 2.2.16. Pour tout « € N™, il existe une application linéaire p;, égale a
I'identité modulo 1z, dont la matrice dans la base monomiale canonique a des colonnes de
normes || - ||, , majorées par

TT (12112

i=1

B(g+1)+1)d, )

Démonstration. Découle directement du lemme précédent en utilisant (2.24) et en
remarquant que

(2D1{)Di(ui+1) .2D; < 2BB(g+1)+1)
car d’apres (2.15), B est un majorant commun des D; et donc de 2D}, et pour tout
ionau; <g. O

Intéressons-nous maintenant au morphisme pgjin,.

Lemme 2.2.17. Soient, pour tout i € {1,...,m} et tout k € {u; +1,...n}, des formes
S() € k[X, x\, ..,X()] et T() € k[X() . Xi)ﬂ] telles que degS()—l—l = degT,Ez) et
des entiers A;. On note g 1 l'idéal engendré par les SIE )X,E) — Tk(l).

Posons R =TT, nguiJrl(S,((l))Ai et r = deg R la multiplication par R modulo Zs 1
est alors représentée en tout degré o € N™ par une application linéaire

C! "
pglim: k[X]tXA — k[X]g-H

telle que les colonnes cgéhm de sa matrice dans les bases de monomes satisfont

m
A;
i

10 €t HTISi) |4,, pour tout k.

pour tout q de multilongueur «, oit N; majore HS,(f)
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Démonstration. Soit R défini comme dans I'énoncé, et X7 un mondme de l'espace
de départ. Par hypothese, q,({l) < A; pour tout i et k < u; + 1, de sorte que 1'on peut

poser
Uj

P (i) 39" (039 g1 yA—qt!
Pélim(X):H H(Xk )Tk H (T ") (Sp7)

i=1 \k=1 k=u;+1
et prolonger par linéarité. On vérifie immédiatement que pgim(X7) est congru a
R - X7 modulo Zs 7, de méme que 'estimation de norme annoncée. O

Dans 1’énoncé suivant, on rappelle que C' = C}, comme indiqué en-dessous
de (2.26).

Corollaire 2.2.18. Il existe une forme R € k[X|C" ne dépendant que de Z et n’apparte-
nant pas a Lz, et une application linéaire

pglim: k[X]S — k[X]gj/rr

oit r = degR, qui est la multiplication par R modulo Z7. De plus, les colonnes de la
matrice de pyy,  dans les bases monomiales canoniques ont leur norme || - ||, ,, majorée par

oit N/ est une constante ne dépendant pas de w.

Démonstration. Il suffit d’établir I’existence de familles S et T comme dans 1’énoncé
du lemme précédent, telles que Zs T C Z7etS ¢ Iy; elle découle du fait qu’on a
utilisé un plongement adapté. En effet, d’apres le fait 2.2.8 page 34, pour tous i et

k, il existe des formes A,(q)5 et B,El)} dans k[XO ¢ )] telles que Bk/s ¢ 1z et

X0 b AD [ x® \P
k u;+1 ~
E @ dans k(Z) = Frac(k[X]/Zz).
0 p=0 ;3 Xo

On obtient alors les familles S et T recherchées en multipliant les deux membres de
I'égalité précédente par Xél) puis en réduisant au méme dénominateur le membre
de droite; ce dénominateur commun S n’appartient évidemment pas a Z;. La

forme R recherchée est alors celle fournie par le lemme précédent. ]

On note désormais R la forme donnée par le lemme précédent et r € N son
multidegré. Notons qu’on a pas besoin d’en savoir plus sur cette forme, a part
le fait qu’elle n’appartient pas a Z; et ne dépend que de Z mais pas du degré a
considéré. En effet, en pratique on fera tendre ce dernier vers l'infini; c’est en ce
sens qu’il faut comprendre la notation o(«) dans le lemme suivant, qui résume la
construction de p* a partir des briques précédentes.
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2.2 Réduction et autres préliminaires

Lemme 2.2.19. Pour tout multidegré « € N™ il existe une application linéaire
o%: k[X]a — K[XICY,

qui est égale a la multiplication par R modulo Zy. De plus, les colonnes de sa matrice dans
les bases monomiales canoniques sont de norme || - majorée par

[P

- 206,'
<HfZi|’1,02B(B(g+1)+1)5v> . eo(uc) )

=1

1
En particulier, on a ker p* = k[X], N Zz.
Démonstration. 11 suffit d’utiliser les résultats des lemmes précédents et de poser

" = PGy © Petim © Pliv -
L’assertion sur la norme est immédiate en remarquant que, si M; et M, sont deux
matrices, la norme || - [|, , de leur produit est majorée par || M ||, , max(||c[|; ,) ot
c parcourt les colonnes de M,. On absorbe par ailleurs les constantes ne dépendant
pas de a, a savoir le 7 et la norme de pgjim, dans le o().

Pour le noyau, considérons une forme H de multidegré a. On constate d'une
part que si p*(H) = 0, alors RH € Z; donc H € Z7 car ce nest pas le cas de
R et que Zy est premier. Réciproquement, si H € Zz, alors RH € Z7 et p*(H) €
77 N k[X]" = {0}. O

Notons qu’en prenant la somme, on peut définir une application linéaire p sur
k[X] entier; on utilisera cette notation quand il ne sera pas utile de préciser le
degré.

2.2.5 Plongement abélien pondéré

Introduisons un plongement, dit éclatant ou pondéré par a = (ay, ..., a,), défini
par

Pa: 7 —s A™ x Am—l — AZm—l

(X1, oy X)) —> (X1, oo, X B1XT — A Xy« o+ Ap—1X—1 — AXm ) -

qui nous permettra d’exploiter la relation (2.13).

Nous allons représenter ce morphisme par des familles de polynémes. Pour cela,
commengons par préciser les plongements utilisés: au départ, chaque facteur Z;
est plongé par x; o ®; on utilise ces mémes plongements pour les m premiers fac-
teurs A de 'espace d’arrivée et on garde le plongement © pour les m — 1 facteurs
A restants.

On munit 'espace (P")?"~! (dans lequel est plongé 1'espace d’arrivée) des coor-
données multihomogenes X, Y = X(1), ..., X(m) Y1)  y(m-1); dans ce contexte
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2 Inégalité de VoyTa

quand i et j sont deux indices non précisés, on supposera implicitement 1 < i < m
etl<j<m—-1

Une représentation de ¢, dans ces plongements, définie sur un ouvert y de A",
est un morphisme ¢, tel que le diagramme suivant, dont les fleches verticales sont
les projections canoniques, commute.

k[x,y] — k[X]

| |

KX, Y]/ Ty 2) 2 (K[X]/T2),

En bas, j(pﬂ(z) désigne 1'idéal multihomogene de 1'image dans les coordonnées
choisies et (k[X]/Zz), désigne la localisation de 1'anneau des coordonnées au
départ correspondant a I'ouvert 1.

On dispose (section 1.5.4 page 13) d’un atlas T de A% avec sur chaque carte
une représentation locale de (x,y) — ax — By dans le plongement ®. Voyons
comment en déduire un atlas de A" et des représentations locales de ¢, dans les
plongements considérés.

Soit v = (71,---,Ym-1) € [ 1. On lui associe un ouvert de .A™, que par abus
on notera encore 7, défini par ﬂ}”;ll p]-_l('yj) ol p; désigne la projection sur les
facteurs j et m. On vérifie sans peine qu’on obtient ainsi un atlas de A", qu’on
notera encore I'""~1. On introduit alors pour chaque j la famille de formes

LOvi) = 1,(aj8m7)) (7(]'_1 (XD, xpt (X)) (2.27)
ot L@%m7}) est donnée par la section 1.5.4 page 13, de sorte que chaque application
VYo k[X, Y] — k[X] (2.28)

X — X()

YU) s L) (X0, X (m))

est une représentation locale de ¢, dans les plongements considérés, valable sur
l'ouvert 7y (ou plus précisément, son image dans le plongement utilisé).

Ftudions maintenant l'action de ¥, ,, sur le degré et la hauteur. Le lemme suivant
est une conséquence immédiate de la définition.

Lemme 2.2.20. Soit H € Q[X, Y] une forme multihomogene de multidegré (a, B) oil
a € N"et B € N""L. On aalors

deg a,, (H) = (a1 + 28143, Q1 + 2B 1%, 1, 0 + 2|ﬁ|a%1) )

Avant de passer aux estimations de hauteur, il est utile d’introduire quelques
parametres 3 qui seront utilisés tout au long de ce chapitre et qui contrdlent no-
tamment le degré en lequel nous établirons ces estimations.

3. Parametres dont les définitions peuvent paraitre énigmatiques a ce stade; voir la section 2.6
page 74 pour une meilleure appréciation de ces choix.
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2.2 Réduction et autres préliminaires

Introduisons un réel &1 défini par:

-1

= s . (N’"’1 (85 - 5'”)5’) " (2.29)

et un rationnel ¢ tel que:
€1 €1
<eg <

—_— E -,

3Bm -0 32m
et enfin un entier J (qui sera choisi assez grand) tel que €yd soit également entier.
On pose alors

d= (eoa%,...,soafn,l,...,l) e Q1
d' = (a}(2+eo),...,a5,_1(2+€0),a5,(2m — 2+ &y)) € Q"

(2.30)

(2.31)

de sorte que, si H est une forme de multidegré dd dans k[X, Y], son image par
4,4 est de multidegré exactement 6d’ d’apres le lemme 2.2.20 page ci-contre. Pour
alléger les notations par la suite, on introduit le vecteur 7 = (1,...,1,m —1) € N",
de sorte quon a d; = a?(2; + ¢9) pour tout i.

Revenons donc au calcul de I'action de 1, , sur la hauteur. Ce morphisme étant
homogene, il induit d’aprés la remarque ci-dessus une application linéaire de
k[X,Y|s; dans k[X]ss. La base évidente de 1'espace de départ est formée par les
mondmes X?Y7 pour

(p,q) € N"0D 5 NV te] que [p)| = od; = dega? et [q0)] = ddyyj =6 .
Lemme 2.2.21. Avec les notations précédentes, I'application linéaire
Yay: k[X, Y]sa = k[X]oa

est représentée dans les bases canoniques de mondmes par une matrice dont les colonnes
Cpqg = Py (XPYT) = Vg 1—sar—p| Cpgis X TP satisfont

26a2

Hi(cpq) < (Col(n+1)!)>B>)™1,

oit I'on rappelle que Cg est donné par la section 1.5.4 page 13.

Démonstration. La définition de ¢,, montre que ¥, (X"YT) = XP,(Y?), on a
donc [[cpgll1,5 = [[$a (Y]] .- Ainsi, on a

— @i, _ (1)
lepagllio < HH|L i X (XD, it (X)) |13,
j=1k

m—1 n ()

qx
a;i,m,Y
HH(HL’ ol 05 N 1)
]: :

m—1

11 +ﬂm 1 1 5
< I Il 22
=1

—.
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en remarquant que, par définition de d, on a |g0)| = & pour tout j, puis en utilisant
la section 1.5.4 page 13. En prenant le produit sur toutes les places (et en prenant la
racine é-ieme pour simplifier I’écriture) il vient, compte tenu de (2.22) et de (2.15)

Hi(cpq)"° < Hl o (1)1 (DY) (1 + 1)1 (D))
1

&

$

(Co((n+ 1)1)? an)a]2+agn

-
Il
A

Le résultat annoncé suit en invoquant le lemme 2.2.4 page 30. O
Enongons de suite une variante qui nous sera utile par la suite.

Corollaire 2.2.22. Soient (7yy), une famille de cartes indexée par les places de k et F €
k[X, Y] une forme homogene. Alors

T Tan, (B)IIT: <

Démonstration. Dans le cas d'un mondme, on reprend point par point le début de

Hy(F) (Co(n + 1)1)? B2%)2" |

44 : @A, Y aj,am, Yo j )
la preuve précédente, en remplagant simplement L,E i) par L,E Pm101) au début,
différence qui disparait au moment ot1 I’'on majore la norme de ces formes par
Co,y, car cette majoration ne dépend pas de la carte utilisée ; on obtient ainsi

1)
11124,
1,0

<1 (&7 1

j=1

2
,é [Fe

[[thay, (

puis, F étant une combinaison linéraire de mondmes:

a2+a? 4,202 1042 s
o T (S8 15 o155

=1

1,70 (F)ll1,0 <

La suite de la preuve est inchangée a par un facteur H; (F) supplémentaire. O

2.3 Construction d'une forme auxiliaire

L’objectif de cette section est de construire une forme non nulle sur Z, provenant
d’une forme sur ¢,(Z), de degré prescrit, de hauteur controlée, et d'indice élevé
le long de E dans Z. Nous commencerons par définir la notion d’indice utilisée
et préciser les propriétés voulues et la stratégie de construction, puis nous établi-
rons les estimations de dimension et de hauteur nécessaires avant de conclure en
appliquant un lemme de THUE-SIEGEL.
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2.3.1 Stratégie de construction de la forme auxiliaire

Commengons par définir I'indice d’annulation (par rapport a un vecteur de
poids b € N™) d’une forme le long de E . (Une autre notion d’indice, en un
point cette fois-ci, sera définie de facon similaire au début de la sous-section 2.4.2
page 60.) Pour tout A € N"("*1), notons

bm '

A
SS(A)ZL-F""’—
by
Pour toute forme H = Y_h X* et tout B > 0, on pose

ng(H): Z hyX* (2.32)
Sh(A)<p

et on définit I'indice par

Ind% H = inf{B tel que nz(H) #0},

ol la borne inférieure est en fait un minimum, sauf si H = 0, cas ou l'indice
N 2

est infini. A partir de maintenant, nous utiliserons I'indice Ind:" pondéré par le

vecteur 17a2 = (ma%, e, nmai), qui est essentiellement proportionnel a d’, ce qui

sera crucial pour la section 2.5 page 7o0.

Au début de cette section, nous avons dit vouloir construire une forme sur Z
provenant d’une forme sur ¢,(Z); plus précisément nous allons construire une
forme F sur ¢,(Z) et la tirer localement en arriére sur Z en une famille de formes
F grace aux différents morphismes 1, , introduits a la sous-section 2.2.5 page 41.

Mais on ne peut brutalement exiger que leur indice, tel que défini précédem-
ment, soit élevé, car le nombre de conditions serait trop élevé (géométriquement,
il s’agirait d’exiger une annulation le long de E dans P" alors que les degrés de
libertés sont donnés par Z qui est de dimension plus petite). Nous allons donc
utiliser le morphisme p introduit a la sous-section 2.2.4 page 37 et exiger que
F, = p(F)) ait un indice élevé, ce qui est loisible car le nombre des équations
définissant un indicé élevé dans k[X]C" est convenable (le nombre de variables
libre dans cet espace correspondant a la dimension de Z) comme le montrera la
prochaine sous-section.

Concernant le degré, on reprend les multidegrés définis par (2.31) et on rappelle
que 6 désigne un grand entier tel que deg soit aussi entier. On impose alors a F
d’étre de degré dd, de sorte que les F)/ seront de degré dd’ et les F, de degré
dd' +r = dd + 0(d). Par ailleurs, I'indice exigé sera €19, ol €7 est défini par (2.29)
et la relation entre gg et &1 permettra d’ajuster ’exposant de DIRICHLET du systeme
auquel on appliquera le lemme de THUE-SIEGEL.

Choisissons donc dans k[X, ¥]s; un supplémentaire de (Z,, (7))ss engendré par
des monomes, que I'on notera Fy; et dans lequel on cherchera F. L'entier 6 sera
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choisi assez grand pour que la dimension de Fj; coincide avec la valeur du poly-
nome de HILBERT-SAMUEL de f%( 7) en dd.
Reformulons l'objectif en introduisant un morphisme ¢ défini par

(U ﬁéd — g&d/+r = @ (k[X]gt;/l+7’ mveCt<(X/\)Sva2(/\)< 5)) (2'33)
yerm-1 ‘ o

2 ’
F s (2% 0 o 4 (F)),

de sorte qu’il s’agit en fait de trouver une forme non nulle dans le noyau de c.
Pour procéder nous devons donc:

1. Estimer les dimensions des espaces de départ et d’arrivée de ¢ et s’assurer
que la seconde est plus petite que la premiére;

2. Estimer la hauteur de la matrice de ¢ dans les bases monomiales évidentes.

Ces estimations font 1’objet des deux sous-sections suivantes. Comme ¢ est arbi-
trairement grand devant les autres parameétres, on n’explicitera a chaque fois que
le terme de plus haut degré en J; ainsi lorsqu’on utilisera la notation o( - ) ou ~, il
s’agira d’équivalents quand ¢ tend vers l'infini.

2.3.2 Deux calculs de dimension

La dimension de Fj; est donnée par le théoreme de HILBERT-SAMUEL multiho-
mogene (voir [Phi86, § 3] par exemple) dés qu’on connait les différents multidegrés
de ¢,(Z). 1l est a priori difficile de tous les calculer, mais comme il suffit en fait de
minorer la dimension, le lemme suivant nous donne tout ce qu’on aura besoin de
savoir sur le degré.

Lemme 2.3.1. Avec les notations précédentes, on a

2u;
deg(O,‘..,O,um;ul,...,u,,,,l) (q)“(z)) = Dm H D]El] o

Démonstration. Ce degré est donné par le cardinal de l'intersection de ¢,(Z) avec
des hyperplans génériques choisis de la fagon suivante: u,, provenant du m-ieme
facteur P", et u; hyperplans provenant du facteur m +i pouri € {1,...,m —1}.

On commence par choisir les hyperplans sur le facteur 7 : on remarque qu’ils se
remontent par ¢, en des hyperplans sur le dernier facteur de 1’espace de départ
(P")™. Ainsi, couper ¢,(Z) par ces hyperplans revient a imposer a x,, de parcourir
un ensemble de cardinal D,,.

Fixons maintenant un point p’ dans cet ensemble et notons p = a,p’. On
constate que ¢,(Z) N Z(X(™) = p') coincide avec I'image de

q);,p,: ZiX o X Zyg x{p'} — A1

/ /.
(X1, Xm—1,P') = (X1, ., Xm—1, Ps0X1 — P, oo, Ap—1Xm—1 — P)
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qui est le produit d’un point par des variétés de la forme ¢y ,(Z;) pour i variant
de 1 a m —1 en notant

"o, 2
(Pu,-,p : Z,' — .A

x — (x,a;x — p)

11 suffit donc de calculer le degré de ces variétés. La translation par p n’ayant pas
d’influence sur le degré, il suffit de regarder 'action de la multiplication par a;.
Or, celle-ci pouvant étre représentée globalement par des formes de degré a?, en
tirant en arriére par ¢ , une famille de u; hyperplans génériques sur le second
facteur, on obtient des hypersurfaces génériques de degré a? qui coupent donc Z;
en D;a? points.

Le résultat suit en prenant le produit. O

Lemme 2.3.2. Avec les notations précédentes, on a

m 2u;
eo" [T Dia;”
[T ui!
Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme de HILBERT-SAMUEL multihomo-

gene en utilisant le lemme précédent, car une somme de nombre positifs est mino-
rée par chacun de ses termes. Il vient

dim jféd = oM+ 0(5”) .

oz '\ u
dlm]-"(;d:< ) degtq)a(Z)H>5 +o0(")

tGNZm—l
[]=]u]
> de (9a(2)) .M(511+0((5u)
= g(O,...,O,um;ul,.l.,um,l) Pa I_Enzl ui!
par définition de d, voir (2.31). On achéve la preuve en combinant avec le résultat
du lemme précédent. ]

I1 reste a majorer la dimension de Gz ,. On introduit a cet effet 1’ensemble
suivant:

(N“*1 % {0,...,D; — 1} x {0}~ 1)

E= {(A(l),...,A(m)) €
1

m

=1
na* N ;

tel que S{" (A) < deq et [AD)| = 6d + 7 Vz} ,

dont il s’agit de calculer le cardinal. En effet, la famille (X*),c¢ forme une base

de k[X]$, 4N VeCt((XA)sg“Z(A)«la) et G541, est somme directe de tels espaces.
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Lemme 2.3.3. Avec les notations précédentes,

ET ttm u—m
m! [T (u; — 1)!

m
Card€ <6"J] Da - +o0(6")
i=1

Démonstration. Pour choisir un indice A dans &, on peut commencer par choisir

A0 , entre 0 et D; — 1 pour tout i, ce qui représente []/; D; possibilités.

Ui+
On peut ensuite choisir des entiers Aél), .. A(()m) sujets a la seule condition

SI™ (M) < by .
Le lemme 2.14.5 de [Faro3] donne le nombre de choix possibles, qui est

a2, (m—1)

m!

ag ..

(6e1)™ + 0(8™) .

Il reste alors a choisir pour tout i un élément de I'ensemble

{(/\gl), . .,AS,.)) € N" tel que y_{; /\](.l) =6d; +r; — A(()l) - AS,)H} ,
]:

qui est de cardinal

(i) (i)
<5d;—|—7’1‘—/\01 —/\li+1+ui—1> <

<(5d§+ri+ui—1)
ui—l

Lli—l

d u;i—1
< P o)
1 - .
On prend alors le produit:
a...a%(m—1) mo(dh)yuwi—t
< 1 m m i sui—1 u
Card £ < o (3e1) gi(ui— 1)!D,(5 +0(8")

2 m(m — 1)(2711 — 2+ go)unﬁl (2 + So)ufmfuerl
. m!TT (u; — 1)!

+0(0%)

d’apres la définition (2.31) de d’. Le résultat annoncé suit en remarquant que 2 +
o< 3et2m—2+4 ¢y < 3m. O

Compte tenu de la définition (2.33) de Gsz, et du fait que Card T""~! = N"~1,
on a immédiatement

m m Nm—1 ,,,u u—m
) o, €] N7 m'm3
dim Gsgryp < 6" [ [ Dia;™ -
1 L m! T (u; — 1)!

+o(d") .



2.3 Construction d’une forme auxiliaire

En combinant ce résultat avec le lemme 2.3.2 page 47 et en observant que u; < g,
on a

dim Gy 4, o e N1 pqttm Ju—m T, u;
dim fgd = 83"' m!
8T N™m—1,8 3m(g—1) gm
<

AN g !
&y m.

Or, nous allons prouver dans un instant que

el N 1pg 3ms=1) gm 1
< = .

ce qui nous donne immédiatement

dg:‘f;;;: < %+o(1) (2.35)
et montre que le noyau de l'application ¢ définie par (2.33) est de dimension
strictement positive et permet méme de controler ’exposant de DiIRICHLET lorsque
nous appliquerons le lemme de THUE-SIEGEL.

Prouvons maintenant notre assertion (2.34): on utilise la définition (2.30) de €9
et la minoration classique m! > m™e™" pour écrire

grln N™—1,8 3m(g—1) gm - 8’11*8 N1 8 3m(g71) gm (33m)g e

&g m! = e&mm
S 1 gl S N™-13m8 g™ (33m)8
= mmn—8 &8
o1 & SN"T(85-5M)8
= mmn—8& &8

ou l'on a utilisé les faits élémentaires (quitte a vérifier numériquement pour les
petites valeurs) g - 3¢ < (13/3)8 puis 33m - (13/3)™ < 85-5™. On remarque que la
définition (2.29) de ¢ signifie précisément que le deuxieme facteur vaut 1; il suffit
maintenant d’observer que m > ¢ +1 > 2 pour conclure.

2.3.3 Hauteur du systéme

Il s’agit d’estimer la hauteur de la matrice (dans les bases monomiales cano-
niques) M, de l'application ¢ définie par (2.33). Nous utiliserons ici la norme
en chaque place, de sorte que la norme de la matrice de ¢ sera majorée par

. . . a? '
tout majorant commun des normes des matrices des applications 7'[21 5 © 0% 0 g .

I oo,
2
D’apres la définition (2.32) de ”Zﬁs il est clair que cette application ne peut que

faire décroitre la norme. On pose alors 07, = 0% 0 p,., ; il s’agit donc de majorer
heo (M, ) indépendamment de 7.
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On utilise le fait élémentaire suivant: si M; et M> sont deux matrices, la hau-
teur /e de leur produit est majorée par ho (M) + max(h1(c)) ot ¢ parcourt les co-
lonnes de M. Il suffit alors de combiner les estimations des lemmes 2.2.19 page 41
et 2.2.21 page 43 pour obtenir

heo(Mer) < 26a3(co +2log((n +1)!) +2nlog B)

+ Y2260 (i (f2) + (B(g +1) +1) log B + log2) +0(s)
i=1

On remarque pour commencer que, comme ¢y < 1 on a d} = a?(25; + &) <
3142 ; le lemme 2.2.4 page 30 implique alors que Y, d! < 6a3. On utilise de plus la
définition (2.10) pour majorer /oo (M, ) par

4502 (cl,@/z +log((n+1)!) + nlog B +3log(B) (B(g +1) + 1) + 3log2)
+ 65iﬂiaz'2hl (fz,) +0(9) .
iz
On invoque alors (2.61) 4 pour conclure:
heo(Mg) < sadcy o AT 4 65 i niathy(fz,) +o(9) . (2.36)
i=1
Compte tenu des remarques précédentes, on a donc aussi
heo(My) < 8a2c1 o AT/ 4 65 ima%hl (fz,)+0(9) . (2.37)
i=1

Remarquons que l'on pourrait invoquer I'hypothese (2.17) pour simplifier cette
derniere expression; voire a ce sujet la remarque suivant le scolie 2.3.7 page sui-
vante.

2.3.4 Construction finale de la forme auxiliaire

Commengons par rappeler la version que nous utiliserons du classique lemme
de THUE-SIEGEL.

Fait 2.3.4. Pour toute matrice M de dimensions p X q a coefficients dans un corps de
nombres k avec p < q, il existe un vecteur x € k' non nul tel que Mx = 0 et satisfaisant

p
hoo () < —— (heo (M) + 10 +
(x) q—p( (M) gq) q—p

oli ¢y est une constante ne dépendant que de k.

Ck »

4. La section 2.6.2 page 78 regroupe quelques estimations plus ou moins fastidieuses ou ininté-
ressantes pour ne pas perturber le cours du texte; elle est parfaitement indépendante des sections
précédentes sauf bien stir pour les définitions de différents parametres en jeu.
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2.3 Construction d’une forme auxiliaire

Démonstration. C’est le lemme de SIEGEL de BOMBIERI tel qu’énoncé dans [Bom81].
Notons que des versions plus précises sont disponibles, mais les améliorations ne
concernent que des termes qui sont négligeables dans notre situation et n’ont donc
pas d’intérét ici. ]

Nous sommes maintenant en mesure de construire la forme auxiliaire.

Proposition 2.3.5. Sous les hypothéses et notations précédentes et si § est assez grand, il
existe une forme non nulle F € ker o telle que

degF = 0d = (egaid, ..., e0ap,0,9,...,6)
m

heo(F) < da3cy @ AT 4 65 Y- miathi(fz,) +o(9) .
i=1

Démonstration. On applique le fait 2.3.4 page ci-contre a la matrice M, introduite
a la sous-section précédente, de dimensions p = dim Gsy 1, et ¢ = dim Fsq esti-
mées précédemment. La relation (2.35) se lit alors g < % +0(1), ce qui implique
directement que p < g et que

= < 5 <140(1).

De méme, #ck = 0(6); en remarquant de plus que logg = 0(d), on voit qu’il
existe une forme F satisfaisant aux conditions de I’énoncé mais de hauteur majorée
par heo(My) 4+ 0(9). I ne reste plus qu’a invoquer (2.37) pour conclure au résultat

annonceé. O

Remarquons que dans la majoration de hauteur on peut en fait choisir la hauteur
utilisée, comme le montre le scolie suivant.

Scolie 2.3.6. On a hi(F) < hoo(F) + 0(6).

Démonstration. La différence entre ces deux hauteurs est majorée par le logarithme
du nombre de coefficients de F, qui est au plus

2m—1 ) 2m—1 . n
I <5d1+n> <T] (5d1%;n) .
i=1 n i=1 n:
Cette quantité étant polynomiale en J, son logarithme est négligeable devant 6. [

Par la suite, nous travaillerons presqu’exclusivement avec les formes F, = p o
Y4, (F), la forme F ne servant qu’a assurer un lien global entre elles. Le scolie
suivant résume toutes les propriétés de ces formes dont nous aurons besoin.

Scolie 2.3.7. Pour toute carte y € I, la forme F,, € k[(Xéi), . ,XL(BA)Z'] satisfait :
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2 Inégalité de VoyTa

(i) F\, = R(X) - F(X,L") (X)) mod Iz;

(i) Ind!" F, > e16;
(iii) degF), = 6d' + r avec d; = a?(2n; + eo) pour tout i, et r indépendant de & ;
(iv) h1(F}) < 26a3c1,0 A m)f W) + 126 0 ) mia?hy (fz,) +0(6);

De plus, si (vy)o est une famille de cartes indexée par les places de k, on a

Y Ao log||FL ||y, < 146a3c1, 0 A0+ () 4 o(6) . (2.38)
%

Démonstration. Les trois premiers points ne font que résumer la construction. Plus
précisément, le premier découle de la définition de F;, du lemme 2.2.19 page 41
et de la définition (2.28) de ¢, , ; le deuxieme est imposé par la construction et le
troisieme découle du lemme 2.2.20 page 42 et des définitions (2.31) de d et d’.

Pour le quatrieme point, on remarque que F, = ¢/ (F) dans les notations de la
sous-section 2.3.3 page 49 de sorte qu’on a

m
oo (F}) < hoo(Mgy) + Iy (F) < 26a3c1 e A3/ W) 1128 Y i (f2,) + 0(6)
i=1

en utilisant le résultat de la proposition précédente et (2.36). Le méme argument
qu‘au scolie 2.3.6 page précédente montre que h(F,) est en fait majoré par la
meéme quantité.

Pour la derniere assertion, on procede exactement comme pour majorer la hau-
teur de F, sauf qu’on utilise le corollaire 2.2.22 page 44 a la place du lemme 2.2.21
page 43, ce qui donne une majoration identique a la précédente:

m
Y Ao log||F;, |11, < 20afc1, 0 AT 126 Y gl (f7,) + 0(6)
v i=1

I ne reste qu’a appliquer I'hypotheése (2.17) pour conclure. O

Remarquons qu’on a utilisé ’hypothese (2.17) pour simplifier la derniere estima-
tion contrairement a celle du quatrieme point. En effet, cette estimation de h;(F,)
contribuera directement, en section 2.5 page 70, a l'estimation de hauteur de la
forme motrice que nous cherchons a construire (proposition 2.2.5 page 31) et il est
donc intéressant de conserver la dépendance en Y1 7;a2h1 (f7,) explicite jusqu’a
la relation de récurrence (2.20). L’autre estimation en revanche, ne sera utilisée que
dans la section suivante pour assurer que les termes ne dépendant pas de /1(e1)
sont assez petits pour étre couverts par cette derniére quantité, compte tenu de
I'hypotheése (2.2).
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2.4 Extrapolation

2.4 Extrapolation

Le but de cette section est de montrer que la fonction auxiliaire que nous venons
de construire s’annulle avec un indice élevé en ¢, pour une définition de l'indice
que nous préciserons.

Auparavant, nous étudierons les dérivées sur Z des fonctions rationnelles obte-
nues en déshomogénéisant F“/r par (X]E:)), ou 0 < k; < u;, que nous représenterons
par des fractions rationnelles suffisamment bien contrdlées. Pour commencer, nous
effectuons ce travail sur une variété projective quelconque (plongée de facon adap-
tée) avant de passer a une variété produit.

2.4.1 Estimation de dérivées

Soit V une variété projective de dimension s, plongée de fagon adaptée dans un
espace projectif P", de degré A dans ce plongement. Alors k(V') est une extension

finie de X X
1
k(%""’?é)

X 212 e eygs . . o .
dont == est un élément primitif. Sur ce dernier corps, on dispose des dérivations

standard définies par dy % = 6! qui forment une base de 'espace des dérivations,
et s’étendent de fagon unique a k(V) pour former une base de 1’espace de ses
dérivations; on pose alors
K _ 1 K
0" = g ol d;

On cherche, pour tout x et pour certaines fonctions rationnelles f, a donner
une représentation de 9" f sous la forme G/H avec G € k[X] de degré et normes
locales controlés, et H € k[X] \ Zy totalement explicite. Par « représentation », on
entend qu’on veut avoir 71(G/H) = 0" f o1 7t est la projection naturelle de k[X] 7,
sur k(V). Pour des raisons techniques, on construira en fait deux représentations,
dont on contrdlera respectivement les normes aux places finies ou infinies.

Pour I'application considérée, on peut se restreindre au cas ou f est de la forme
P/Xfegp avec 0 < Xy < set P € k[Xo,...,Xs41]. Par linéarité et en utilisant la
regle de LeiBN1z, il suffit pour commencer de considérer les fonctions de la forme
X/ Xepour0 < I <s+1et0<k<s. Lecasoul # s+ 1 est facile et fait 1’objet
du lemme suivant, valable aussi bien dans k[X]z, que dans k(Z).

Lemme 2.4.1. Soit kK = (k1,...,Ks) € N° et posons ko = 0; on note Supp « I'ensemble
des indices « tels que k, # 0. Alors, pour tout (k,1) € {0, .. .,s}2 tel que k # 1 on a

0 siSuppx ¢ {k, 1} our; >1;

Xp (—1)™ ()%)1—;@ (%)'K‘ sinon.
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2 Inégalité de VoyTa

Par ailleurs, si k = [ alors 8"% vaut 0 si x # 0 et 1 sinon.

Démonstration. Si k = 0, c’est la définition méme de 9% ; si k = I le résultat est clair
également. Sinon, en utilisant la regle de LE1BN1Z et ses conséquences usuelles, on
a facilement

2
— X (X sien =k;

X X\ XN\ X, X X, X X0 <Xk)
do v | 5 ¥ v dey —wda ) = (X sia =1;
Xo Xo XQ XQ XO Xo Xo Xx ’

0 sinon.

Si Supp« ¢ {k,1}, il existe un « distinct de k et [ tel que 9" contient un facteur d,
etonadonca"% = 0. De méme, x; > 1ona8"%’( :Ocardlodl%’( :dl% =

Ceci donne le premier cas; pour le deuxieme, si [ # 0 on écrit

aK&:dkl&. 1 ’fk&

Xk ! Xo Kk! k Xk

X l*K[ X Kk+1 X 17}(1 X Kk+Kl
) (—1)% 20 = (—1)% A4l 20
Xo Xk Xk Xk
qui donne bien le résultat annoncé. Le cas | = 0 est direct. ]

Pour le cas I = s+ 1, on utilisera des relations de dépendance sur les autres
variables, données par le fait que le plongement est adapté. Le lemme suivant
énonce de fagon générale comment exploiter de telles relations.

Lemme 2.4.2. Soient Wy, ..., Ws,W{,...,W., T des variables et L une extension algé-
brique finie de k(Wj, ..., W.). On fixe w un élément de L; on note 1t le morphisme de
k[Wi,...,Ws, T] dans L qui envoie Wy sur W] et T sur w. Soit S € ker 7t; on note
R = g—; et on suppose que R & ker 7t.
On considere les dérivations standard dy sur k(Wj, ..., W!) ainsi que leurs extensions
a L, et on note 0¥ = % ITi—o d’,i". Il existe des polynomes PX € k[Ws,..., W;, T], pour
k€ N°\ {0} et « € {0,1}, tels que:
K
(i) *w =1t <R21}|1> ;
(ii) deg,, Py < (2|x| —1)degy, S;
(iii) deg, Py < (2]x| —1)deg; S;

%
(i) |15 I, < ISI75" - ((89)FID¥-2)™ oit D = max(degyy S, degy 5)
oit le dernier point est valable en toute place v.

Démonstration. 1l s’agit en fait de compléter> la preuve du lemme 6.1 de [Rémoob],
en utilisant aux places finies une généralisation de la relation 2.3.1, p. 63 de [Faro3].

5. On contrdle en fait le développement autour d’un point générique, alors que REMOND 1’étudie
en un point fixé. Plus précisément, on pourrait retrouver 1'énoncé de REMOND a partir de celui-ci
par évaluation de P(’; et R en un point convenable.
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On va construire Py et Pf indépendamment par récurrence sur la longueur de
k, en partant a chaque fois de Pj = —ﬁl—s% quand x; = 5],;0 (cas |k| = 1), car ce
choix convient. Pour la suite, on fixe un J,, un k¥ de longueur au moins 2, et on
suppose qu’on a choisi un P;‘; convenable pour chaque x’ de longueur strictement
inférieure a celle de «.

On commence par le cas ultramétrique et on note donc provisoirement P* = Py
pour alléger. Les polyndmes recherchés sont caractérisés par la contrainte

PK

S<W1+t1,...,ws+ts/T+ Z W

t") € ker
xeNs\{0}

ou 'on a étendu 7t aux algébres de séries en ty,...,t; au départ et a 'arrivée. Il
suffit, pour satisfaire cette contrainte, d’'imposer que la série ci-dessus ait tous ses
termes nuls sauf le premier qui est égal a S. Le développement de TAYLOR de
I'expression ci-dessus donne alors:

e\
— A, A
0= ) oM'S -t < ) RZKltK>

(Apu)ENsH\{(0,0)} KEN\{0}

u ()
— A | | YivO+A
- Z N (a 5 R2\v ) t

(A ENT\{(0,0

ve(N*\{0})*
px 3 H V@
_ M
= Z R2Jx[-2 - Z IS I—[RZIV
keN*\{0} (A,V)GNS“\{(O,O)r(OJ)} i=1
ve(NS\{O}
yivi A=«

oulonanoté (A, u) = (Ay,..., A5, ) et oM les dérivées divisées correspondantes
dans k[Wj, ..., W;, T]. On remarque alors que, sur I’ensemble de sommation, on a
d’une part Y1, (2[v()| — 1) = 2|k| — 2|A| — p et d’autre part 2|A| + u > 2: en effet
on a soit |A| > 1 soit y >

On peut donc définir les polyndmes P* par la relation de récurrence

NSO Alp—2
_pr— y MG . (npv )  R2AE—2
(A,V)GNS“\{(O,O),(OJ)} i=1
GNS\{O}
Zv J4A=xk

On majore alors les degrés de P* par récurrence:

deg,, P* < deg,, S+ (2|x| —2)degy,, S = (2|x| — 1) degyy S
<

deg, P* < deg; S+ (2|x| —2)deg; S = (2|x| — 1) deg; S .
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La majoration de norme locale est immédiate par analogie avec les degrés vu les
propriétés de la norme aux places ultramétriques.

Considérons maintenant le cas archimédien (désormais P* = P pour alléger).
On utilise la relation de récurrence suivante, établie dans la démonstration du
lemme 6.1 de [Rémoob] (haut de la page 139), avec Qx = P*-xl et P = S o,
rappelons-le, «’ est tel que ki, = x; + 1 et xx = &} sinon.:

zaQK’ _R dS aQK’
W, oW, oT

oS OdR oR
+ (2" = 1)Qu - (E)V\/k 37 RaWk >
0 0

On en déduit immédiatement les estimations de degré annoncées. En particulier,
on utilise le fait que max(degy, Q,,deg; Q) < (2|x| — 3)D pour I'estimation de
norme:

1Qxl1,0

QK:R

2 2
2D?|S|13, - (2lx| = 3)DIQull0 + (2Ix] = 3)1Qull1,, - 2D°[ISl1,

<
2 2
<42|x] = 3)D?(IS |1l Qu ll1,0 < 8(Ix| = 1)D?[IS[I5 /| Qw15 -

On se souvient alors que dans le cas x| = 1 on a ||Qxl|; , < ||S]]; ,D% pour en dé-
duire par récurrence que ||Qxll;, < ||S|\‘;"|;(|_18\K\*1D3\K\*2(|K| —1)!; ceci implique

le résultat annoncé vu la définition de Q, ci-dessus et le fait que (‘ﬁ') < sl ]

Notations 2.4.3. On note P, le polynome donné par l'application du fait 2.2.9
page34aVaveck=s+1letQ = g)l}—:l. I est clair que degQ = A —1et [|Q]];, <

||fV||1,vA5v’

Lemme 2.4.4. Avec la définition précédente, pour tout k € {0,...,s}, tout k € N°\ {0}
et a € {0,1}, il existe des formes homogenes P telles que

. Py,
(i) akxgl — W dans k(V);

(ii) deg Py, = 4A|x|;

(iii) (|5 Il < I Fv T - (85A%)1% en toute place .

Démonstration. Posons Sy = Ps11(1, Wy, ..., Ws, Wi T); les degrés partiels en W et
T de Si sont tous deux majorés par A, et la norme par celle de fy.

On souhaite appliquer le lemme précédent avec L = k(V) en prenant pour W/
et w les images respectives de X;/ Xy et Xs1+1/ Xk dans ce dernier, ainsi que S = Sk.
Ceci est possible car on a

n(R)=mn (iiﬂ‘) = (Wi Q(1, Wy, ..., W, WiT))

:ﬁQ Xo Xsi1
Xo Xo" Xo
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et qu’aucun de ces facteurs n’est nul dans k(V) car le plongement est adapté. On
note Pf; les polynomes obtenus. On a alors, dans k(V):

e Xor1 _ n( Pty (Wh,..., W, T) )

Xy R(WL, ..., W, )21
p’zév(xl/xol-««/Xs/XO/Xs—i-l/Xk (XOX ) (2fxl=1)A
Z\K\ -1

((Xk/X0)Q(Xo/Xo, ..., Xs/ Xo, Xs+1/X0)) Xo Xy
_ Pes (Xo,- .-, Xst1) B PEs (Xo, s Xs1)
B 20k[—1 >
(XA1Q(Xo, ..., X)) (XBHQ(Xy, ..., Xern)) ™

oll Ef, 5, est 'homogénéisé de Pf 5, par rapport a XXy, de degré 2A(2|x| — 1), et
Ps = F,f, 5 XA Q. Cette derniere opération n’a pour but que de simplifier les
calculs ultérieurs en rendant le degré exactement linéaire en |x|.

Par construction, Pf; est homogene de degré 4A[«| et satisfait le premier point;
de plus

2 1
1Bl < 2T ((89)MA%92) " o, - A%

qui donne immédiatement le dernier point. O
Nous sommes maintenant préts a étudier les dérivées des mondmes de la forme
s+1 X Al
[
=0 \ Xk
qui font I'objet du lemme suivant.

Lemme 2.4.5. Soient A € N2 et M,é comme ci-dessus, pour k € {0,...,s}. En conser-
vant les notations ci-dessus, pour tous k € N° et « € {0,1}, il existe des formes homo-
genes P,  telles que

(i) O*M} = W dans k(V);
(i) deg Py, , = |A| +4Alx[;
(iii) ||PY 5. ll0 < HfVHZ|K| ((165A3)|K| -25‘/\|>50 en toute place v.
De plus, Ordy, (P/l\(,k,lx) > Ao
Démonstration. On utilise la regle de LEiBNIZ:

o115 - BT ().

0a;=1 veN =0«
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2 Inégalité de VoyTa

ol la somme est prise sur 1'ensemble
s+1 s+1 A
= VEHNSAItelqueZZv”‘I: .
I= 00(1 1

On pose alors Pk(g’v'“’o) =1letly(x) =1sik = (0,...,0) et 0 sinon, de sorte que
d’apres le lemme précédent on a

aK XSJFl — P;({/(SU . XS+1 To()
Xk (XkA'HQ)Z‘K‘ Xk

(l/al)

pour tout x, méme nul. On pose enfin v = 0 pour tout /; en appliquant le
lemme 2.4.1 page 53, il vient alors:

o\ X\ M
- it () ()
veN’! 1=0 Xk Xk

As v+ s 1) 1o (v 41)
' s+1 Pk(SU ' <Xs+1> 0( )
A+1 (+Lag 1) ’
oy =1 (Xk Q)Z\v s+1)| Xk

ou la somme est prise sur 1’ensemble
N = {1/ € N tel que vl(l’“l) =0

et, pour tout (I,a;) avec I <s: Suppv(a) C {k,1} et vll“’) < 1} )

On remarque alors que ZSH i 1= |A| de sorte que multiplier chaque facteur

)= 1
par X; dans l'expression ci-dessus revient a multiplier la somme par X,'{ | On est
ainsi amené a poser

Au - T (T 0

veN’ \I=0 ;=1

(Lag)  (Lay) 1, (1
1 —v v \v( "‘I\ |1/ "‘l (2A+1) 2| 1“1
] I v
Xk - Xy X -Q

s+1 (s+lag11) ( (s+1,zx§+1)) 1-1 (s+1u )
S — 0(1/ s+1 )

H Pk 100 XS+1 Xk

Xs41=1

qui satisfait au premier point.

Le calcul du degré est direct (par homogénéité, c’est celui du dénominateur)
et on ne détaille donc que l'estimation de norme: chaque terme de la somme
définissant Py, s est majoré en norme par

2
< Ifv I3l (8sa?)le

(111,

0061

2 (s+1
|1/ ) H HPk(SU s+1)

as41=1
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2.4 Extrapolation

a N Z Z . 2 A .
d’apres le lemme précédent et le fait que HQH1|Z | admet le méme majorant que
celui donné par le lemme en question pour [P}, ||;, pour tout v. On remarque
Yo 4
alors que 1’ensemble de sommation N’ est contenu dans N qui s’écrit aussi

s s+1 A T
H{VP€N)‘ tel que ) ZVP ) } .

p:] =0 o= 1

Chacun des facteurs de ce produit est de cardinal (*/ ;lﬁl_ 1) < 292, Testima-
tion annoncée suit en prenant le produit.

Enfin, on constate que chaque terme de la somme définissant P, ; contient un
(0,xg)
1- . , .
facteur (pour I = 0) de la forme Hi‘g:l X, = XSO, ce qui prouve l'assertion

sur 'ordre. 0

Transposons maintenant ce résultat a notre situation multiprojective. On rap-
pelle auparavant que les Q; sont donnés par la notation 2.2.13 page 36, qui coincide
avec la notation 2.4.3 page 56 appliquée successivement a chaque facteur Z;.

Lemme 2.4.6. Soit G € k[(X(i) Xilﬂ ;| une forme de multidegré o = (a1, ..., 0n)

et g = G/TI ( )"" avec k € TTL.{0, ..., u;}. Alors, pour tous x € T/, N" et
B € {0,1}, il existe uneforme G ks, telle que

) 9o — Pep : dans k(Z) ;
(i) 8= e, Qz\x )‘(X]((?)ZlK(z)‘(Di‘Fl)‘Fﬂtl‘ ( )

(ii) deg; Pt Chp = %t 4Dk | pour tout i, ot deg; est le degré partiel en X)) ;

0 <
De plus, Indza (Pg kﬁ) > Indz-a (G).

dy
1HfZHZ|K ((16MD3)| ‘2”"") pour tout v.

Démonstration. Les trois premiers points s’obtiennent en remarquant que g est
une combinaison linéaire de mondmes en Xl(l)/ X,El) pouri € {1,...,m} etl €
{0,...,u; + 1}, puis en écrivant que

m uj+1 Xl(l) )\;@ m_ o u;+1 Xl(l) )\;((i)
K _ i,k
0 HH(X@) =110 H<x<f>>
i=1 1=0 \ X i=1 1=0 \ X}
et en appliquant le lemme 2.4.5 page 57 sur chaque facteur.

Seul le point sur l'indice reste a vérifier ; on peut clairement se ramener au cas
ott G = X* est un mondme. Considérons alors XV un mondme apparaissant dans
Pg . g+ C'est-a-dire que (X)) apparait dans PYo « ﬁ(X(l)). D’apreés le lemme cité,

. ; 2
on alors Uéz) > A(()Z) d’ol;, en sommant, Sg ( ) = Sg” (A) qui est équivalent a
I'estimation annoncée vu la définition de l'indice. O
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2 Inégalité de VoyTa

2.4.2 Minoration de l'indice

Nous allons maintenant montrer que la forme auxiliaire construite précédem-
ment s’annule avec un indice élevé en e. Commencons par préciser la notion d’in-
dice utilisée, similaire a celle définie au début de la sous-section 2.3.1 page 45, mais
cette fois en un point. Par ailleurs on introduit d’abord la notion d’indice pondéré
par un vecteur b € N™ quelconque avant de spécialiser au vecteur de poids qui
nous intéresse, ce qui n’était pas utile précédemment mais le sera cette fois pour
énoncer la variante du théoréeme du produit que nous utiliserons. Posons

B |K(1)| ‘K(m)|

Sh() = T g

pour tout k € N*. Si  est une fraction rationnelle et x un point ot elle est définie,
on définit son indice en x comme

Ind’ ¢ = inf{S’(x) pour « tel que 0*(x) # 0},

ol la borne inférieure est en fait un minimum, sauf si { = 0, cas ol l'indice est
infini.

Remarque 2.4.7. La définition ci-dessus fait usage d’une base de dérivations de
k(Z;) via les applications 0* (voir le début de la sous-section 2.4.1 page 53). Cepen-
dant, elle ne dépend pas de la base choisie, car seul compte 1'ordre des opérateurs
différentiels sur chaque facteur (correspondant a |x())| ci-dessus), ordre qui est in-
dépendant de I'expression de ces opérateurs en fonction de telle ou telle base de
dérivations.

Lemme 2.4.8. Soient {1, {» et a des fonctions rationnelles telles que (1 = «{p et x un
point oit elles sont toutes les trois définies.

(i) Si x est tel que 9"((x) = 0 dés que v < & pour l'ordre produit sur N*, alors
9"C1(x) = a(x) 9" Za(x).
(i) Sia(x) # 0onaInd(Z1) = Ind%(Z,).

Démonstration. Le premier point découle facilement de la formule de LErBN1Z:

9ty (x) = Z 0" Va(x) 0" (x) .

v<K

Or, par hypothése, tous les termes de cette somme sont nuls sauf peut-étre celui
ouv =K.

Si a(x) # 0 alors a~! est également définie en x et les deux autres fonctions
jouent donc un role symétrique. Ainsi, si un indice x est minimal pour la condition
9"C1(x) # 0, il I'est aussi pour la condition 0%, (x) # 0 grace au point précédent,
ce qui prouve que les deux fonctions ont le méme indice en x. O

60



2.4 Extrapolation

Si G est une forme multihomogene, on définit Ind’G = Ind? G/H ou H est
n’importe quelle forme multihomogene de méme degré ne s’annulant pas en x. Le
deuxiéme point du lemme précédent montre que cette définition a bien un sens.
On s’intéressera désormais a l'indice pondéré par ya® = (a,...,a% _,, (m —1)a2,).

On choisit dans I'atlas T ~! présenté en sous-section 2.2.5, page 42 une carte 7,
contenant ¢, et on considére la forme multihomogeéne th donnée par le scolie 2.3.7
page 51. Le but de cette section est alors de montrer la proposition suivante.

g](s 128(m—1)B

€

2
Proposition 2.4.9. On a Ind/" F&e avec o =

La preuve consistera a évaluer les valeurs absolues locales des valeurs en e des
dérivées successives de cette forme et a montrer qu’elles sont suffisamment petites,
tant que 1'ordre de dérivation n’est pas trop élevé, pour contredire la formule du
produit a moins que la dérivée ne s’annule. Avant de procéder, commencons par
introduire quelques choix d’indices adaptés a chaque place.

On rappelle que & désigne un systeme de coordonnées multihomogenes (dans
le plongement adapté) du point e supposé contredire le théoreme 2.1.1 page 27.

On choisit, pour tout i, un indice k,; € {0, ..., u;} de sorte que ]E,(f)i |, soit maximal

parmi |e”(()l) lpros |e"£,zi) |,- Le lemme suivant montre que cette valeur absolue repré-
sente a peu de chose pres la norme de ().

Lemme 2.4.10. Avec les notations précédentes, on a

-1 . (2D;)7Di(u,-+1)(5v .

‘ékm-|v 2 ’|€Hoo,v :
Démonstration. 1l s’agit de montrer qu’on a

28], < 1801, - £zl - (2D)) P12

pour tout k. D’apres la note 2 en bas de page 33 on a || fz|; , > 1, donc le résultat
est acquis des que |e~](<l) |, < |él(<ly),-|v’ ce qui est le cas pour k < u; par définition de

k,,i. Notons donc k > u; un indice tel que |é,((i)l|v < |é,((i) |-
On utilise alors le fait qu’on connait, dans un plongement adapté, des relations

PIEZ) liant chacune des dernieres coordonnées aux premieres, unitaires en la der-
niere variable (voir page 36). En décomposant P(l) suivant les puissances de X,Sl) p

on voit qu’il existe des polyndomes P( Ve k[X; x\,. Xl(fl)] tels que:
. D; .
Z )i ”‘P ) ol deng(l)—lxet ZHPk(Zi 1o S

o
a=1 a=1

le(l)

On spécialise alors en &) / Ekl et on prend les valeurs absolues:
0,1

i D,‘ . (i Dl'*tx i i
&/ _ % &) pl) £ ety
0| S 0 ke \ 207 )
ekvi v a=1 ekz]i v ekvi ekvi v
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2 Inégalité de VoyTa

puis on divise et on utilise les remarques précédentes pour obtenir:

G R-NT: L T ()
1 1 1
~(i) < E ..(i) HPkltle,v < ZHP]{,;J(HLU < HPI Hl,v
ekv,z‘ o a=1 ekv,i v a=1
Le résultat désiré est alors donné exactement par (2.24). O

On introduit ensuite le point ¢’ € A"~ tel que @,(e) = (e,¢’) et on note ') =
LUred) (60),&(m), qui est un systéme de coordonnées multihomogenes de e’ dans
le plongement ®"~! (on rappelle que L(7/) est défini par (2.27)). On choisit alors

pour tout j un indice [, ; € {0,...,n} maximisant |e’l(j)_|v, ainsi que /; € {0,...,n}
v/
tel que e’l(]_]) # 0. Il est alors clair que |e’l(jj_|v > |l Dy, (n+ 1)~%.
Introduisons maintenant une fonction rationnelle définie par
Fp(X)

R, — — .
lmzl(Xél))eoai&Jrn H;n:ll Ll(j“Y ])(X)‘S

D’apres I'hypothese (2.1), on a é(()i) # 0; par ailleurs le choix de /; assure que
Ll(/_%,J)
nition on a IndZ”2 Ffw = Indgu2 ¢. Pour minorer cet indice, nous allons commencer
par décomposer cette fonction en des facteurs dont nous aurons un bon contrdle
en chaque place.

Pour toute place v et tout indice j on note désormais 7, ; la carte donnée par la
section 1.5.4 page 13 avec (a,b,x,y) = (a;,am, e, em), puis vo = (Yo1,---, Yom—1)
la carte correspondante dans I""~1. On pose alors pour simplifier L(?/) = L(70J) et
F, = F . En utilisant le premier point du scolie 2.3.7 page 51 et en remarquant
que, pour chaque j, les vecteurs L(v/) (&), (")) sont non nuls et proportionnels
entre eux quand v varie, on a, pour tout v:

(€) # 0, de sorte que le dénominateur ne s’annule pas en é et que par défi-

_ R(X) F(X; LeD(X),..., LEm=1)(X))
(X e st L (X0

=

par homogénéité de F. On introduit alors nos indices locaux k, et [, :

(Z),') o i 8011]2(5+ri
e - ROOFOGLEN(0), . Lon () s (B0 (X5
e st L (s e \ L) )i \ X

puis on utilise la définition de éd’ + r (voir (2.31) page 43 pour d’; pour r il suffit de
se souvenir qu’il ne dépend pas de §) en scindant le premier facteur et de nouveau
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2.4 Extrapolation

la remarque sur les L(%/) pour simplifier le second :

R(X) F(X; LD (X ) ., Lo (X))

¢ = :
[T 1(X )M i
g i 1) . 25 ;
"ﬁl (x))* (ngv/,Z)”’" nﬁl L (x) f X0\
1\ e xeny Joaa \ g ) \ Xy
X2 a3y X4y

On remarque que le numérateur du premier facteur est égal a F, modulo Zy.

Soit maintenant ¥ € N* un indice minimal tel que 9*¢(e) # 0. Comme les der-
niers facteurs de l'écriture précédente sont tous définis et inversibles en e grace
aux différents choix d’indices et au premier point du scolie 2.2.14 page 36, une
nouvelle application du lemme 2.4.8 page 60 montre que, pour tout v, on a 1'ex-
pression suivante, ot I'on rappelle que F, = F :

F'(X)
Hz 1( )5d’+r1

X1,0

I*¢(e) = () - a20(2) - a3,0(2) - 2a0(8) (2.39)

c'est-a-dire que 9*¢(e) = a1, (&) - a2,(&) - a35(€) - k4 (€). Remarquons que chacun
des facteurs du membre de droite dépend de v, mais pas leur produit.

Pour p € {1,2,3,4}, posons alors h(a,(€)) = Y, Aylog|a,(8)|, ott A, désigne
le degré local divisé en v; cette somme converge car chaque «,, appartient a un
ensemble fini fixe de nombres algébriques (dont le cardinal est majoré en fonction
de n, m et N). La formule du produit donne alors

0= h(a1(2)) +h(az(e)) + h(as(8)) + h(aa(2)) - (2.40)
Supposons maintenant que, contrairement a la conclusion de la proposition, on ait
S1% (k) < €16/ 0 (2.41)

et montrons qu’on contredit alors 1’égalité ci-dessus. Pour cela, on majore sépa-
rément chacun des termes, en procédant de droite a gauche (par ordre plus ou
moins croissant de difficulté) et on obtient une somme négative en utilisant I’hy-
pothese ci-dessus, les hypotheses (2.2) et (2.3) sur ¢, et bien siir les propriétés de la
forme auxiliaire.

Pour a4 ,(€) on commence par remarquer que le dénominateur n’intervient pas
dans le calcul de la hauteur, puis au numérateur que la valeur absolue d'une
coordonnée est majorée par la norme du vecteur:

. (e0da?+1;) Dy

HH | kvr | ﬁ Hoo 80(55[ +7;

v i=1
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puis on passe au logarithme:

h(ay(€)) < 80(5<i a?hw(é(i))) +0(d) .
i=1

Concentrons-nous sur le contenu de la parenthése, que nous rencontrerons a nou-
veau en évaluant a1 ,(é). On utilise le fait que &) = x;(e()), puis (1.8):

m m

Y atheo(6) < Y- af (I (e) + hoo(x:)

i=1

Il
—

< ia?(ﬁ( )—l—c@—l—flog(n—i—l)—i—h (xi)) -

Il
—

On remarque alors que h();) < log B d’apres (2.22) et (2.15). On regroupe alors
les termes avant d’utiliser d"une part (2.14) et d’autre part le lemme 2.2.4 page 30:

m m n 1 m
D aheo(e0) <} (ah(ei) + (6o + 5 log(n +1) +1logB) ) a7
i=1 i=1 i=1
3
< 2math(e) + 243 (§c1’® +logB) . (2.42)
Au final on a donc
- A 3
h(ay(€)) < 2e06a? (mh(er) + €10 +logB) . (2.43)

Pour h(a3(€)) on commence avec les mémes arguments pour écrire

mais on conclut cette fois en invoquant (2.13):
h(as(#)) < 6(3ai(m —1)yvh(er) +o(ad)) . (2.44)

Pour a;,, on commence par minorer le dénominateur grace a la définition de
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2.4 Extrapolation
l,,j puis on utilise la majoration évidente [|6® ||, , < [|Xillo o 6Pl :

(i) 28% (m 2 ) 2

e Lo B St et 2% (141

LD (@, etm)], ~ ILEDED, &)y,
v,]

242 242
let) Hlé () Hlflz;”

~ H L(a]‘,ﬂm/'Yv,j) (e(]), e(m))

(7’1 + 1)5-032(50(‘7]24”1%1)
Hl,v

a3 +ag,

< (n+1)%(CeB*")

compte tenu de (1.10) et du choix des 7,. Il ne reste alors plus qu’a prendre le
logarithme dans l’estimation précédente, multiplier par ¢ puis sommer sur v et
sur j pour avoir

h(wx(2)) < 5(263(c1,0 +210g B) + o(a?)) (2.45)
en utilisant encore le lemme 2.2.4 page 30.

Nous allons maintenant expliciter . Pour chaque place v, on applique alors le
lemme 2.4.6 page 59 avec G = F etk = k,, et onnote P, = P}‘;,km 5, la forme obtenue
pour l'indice « fixé plus haut (plus précisément, celle des deux formes obtenues
qui correspond a la place considérée). Remarquons comme précédemment que P,
parcourt un ensemble fini de formes a coefficients algébriques quand v varie; la
famille P, jouit de plus des propriétés suivantes.

Lemme 2.4.11. Dans les notations précédentes, on a:

Py (X) ,
T, Qi(X )21 (x ) )2 DI (Di 1) +odir;

0,1

(i) X1, =

(ii) deg; P, < 30m;02;
(iii) T ((Py)s) < 156a2c; @ AT)f 1) 4+ o(6) ;
(iv) Ind!™ (P,) > 16

oit 'on a noté hy((Py)) = Ly Ao log||Pol[4 -

Démonstration. Chaque point découle du point correspondant du lemme 2.4.6
page 59, en tenant compte des informations connues sur F, (voir le scolie 2.3.7
page 51) et « (voir (2.41)). Le premier est immédiat d’apres la définition (2.39) de
1, et le fait que deg, F, = dd} + r;. Le point sur l'indice est également clair.
Avant de passer au degré, remarquons que 'hypothese (2.41) implique que

k)| < yiaerd/o, (2.46)
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ce qui nous servira également pour 'estimation de hauteur. On écrit alors
deg; P, = dd; + r; + 4D;|x (1|
< 6a?(2y; + eo) +4Dmiate18 /o + o(9)

4B
< a2 +eo + 781) +0(9)

qui donne bien la majoration annoncée, compte tenu du fait que 4B/c < 1 par
définition de o (prop. 2.4.9 page 61) et qu’on a largement g9 + &7 < 1.

Pour la hauteur, dans le point correspondant du lemme, on prend le logarithme
puis la somme (pondérée par les degrés locaux divisés) sur toutes les places:

1 ((Po)o) < i ((Fy)o)

+ i(2|;c(i) |h1(fz,) + || (log(16g) + 3log B) + g(&d; + ;) log 2)
i=1
< I ((F))o) +2(L 101 (£2,)) + 3g(10g2)

i=1 i

a?(21; + €9) +0(9)

NgE

Il
—

+ (2gB(log B +1log(n + 1)) + log(16g) + 3log B) ) x|

i=1

ol 'on a utilisé (2.23) et la définition de d’. Nous allons maintenant majorer indé-
pendamment chacun des termes de cette somme. Le premier est donné par (2.38);
nous verrons que c’est le terme dominant. Pour le deuxieme, on a

m m
Y kO |hi(fz,) < der0™ 'Y atni(fz,) < Sa2er0 oy @ AF )0
i=1 i=1
en utilisant la remarque précédente sur x puis I’hypothése (2.17).
On écrit ensuite

m m

1

g(log2) } a7 (2n; + o) < 3g(log2) ) ajri < 6g(log2) af < g Aat
i=1 i=1

en utilisant successivement le fait que ey < 1 puis le lemme 2.2.4 page 30 et enfin

la définition (2.8) de A (deuxieme argument du maximum et m > g). Enfin, on

remarque que
m

m
Y k0| < be107 Y piaf < 26atero!
i=1 i=1

en utilisant a nouveau la remarque précédente sur x et le lemme 2.2.4 page 30. On
invoque alors (2.65) ® pour majorer le dernier terme par

2602610 Loy o AT IS (1)

Il ne reste plus qu’a prendre la somme, en utilisant le fait que e10~! < 1/8 (majo-
ration trés large mais suffisante) pour aboutir a 1’estimation annoncée. O

6. Voir note 4 en bas de page 50
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2.4 Extrapolation

Pour estimer /(a4 (&)), commengons par scinder une nouvelle fois notre fonction
en deux facteurs:

1 (@] .
. P,(X) Py(X) m (XIEQ{)ZIK |-deg Qi
10 — - - - = - . i
’ 2|k i , Iy g . N2k
", QilK \(Xlglv?i)zhc()\(D,+1)+5dl-+r1 Hyizl(XIEZ)deg,pv T (Q)20
0(1/,1) [Xl”ﬂ)

Pour le second facteur, on commence par remarquer que le dénominateur ne s’an-
nulle pas en é() d’apres le deuxiéme point du scolie 2.2.14 page 36 et quon a

donc
‘é(i) ‘Zdeg Qilx@|A,

H ky 10 @ < Hoo(é‘(i))2degQ’_|K(,')| .
o |Qi(e)|x 18

On note alors que par définition, deg Q; = D; — 1 < B, puis on utilise (2.46)

m
h(“l//(é)) g 2B Zhoo(é(l)) |K(l)|

i=1

< 20Bero Y piatheo (61)) .
=1

1

En adaptant la démonstration de (2.42) on a facilement
m ‘ . 3
Y niathee (80)) < 243 (2(m — 1)hi(er) + R log B)
i=1
en remarquant que Y_/*; 7; = 2(m — 1). Au final, on a donc
h(ayn(8)) < 46a3Bero™" (2(m — 1)h(er) + %cL@ +log B)
A 3
< 6a3 (8(m — 1)Beyo h(er) + SCLe + logB) . (2.47)
en utilisant le fait que 4Be;o~! < 1 d’apres le choix de ¢ pour les deux derniers
termes, mais pas pour le premier car c’est celui qui est crucial dans le choix de ¢:

on désire donc conserver jusqu’au bout sa dépendance en ¢ explicite.
Pour l'autre partie, on écrit

) ORI s\
0‘1’,1;(3) =P 0 ) = Po,a z
ekv,l ekv,m A kv

ott la derniere somme est prise sur les multiindices A tels que |A()| = deg, P, et

2 .
Si” (A) > 2¢14. Etudions de plus pres les valeurs absolues des mondmes interve-
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nant dans cette écriture ; d’apres le lemme 2.4.10 page 61 on a:

ﬁH('ek ) ﬁH( o )(Z LT(1f2 1, - (2DpPesne) 5

i=1k=0 Iek |, i=1k=0 i=1

Il est clair que le premier facteur est inférieur a 1 pour tout v. Cependant, siv € S
on peut dire mieux en se concentrant sur la partie

(i)
m 5(0) Ao
e
1—[ <|~10|v) (2.48)
i=1

18],

et en exploitant I’hypothése principale. On commence par utiliser le fait que
ell) = Xi_l(é(i)) pour minorer le dénominateur, puis une comparaison classique
de normes donne

&'l &, 6,72, 1
“(i) < (1) (n+1) ||Xz ||oov *

18l €Wl
Par construction de x; (lemme 2.2.10 page 35) on a ééi) = e(()i) et on remarque alors
que le premier facteur dans l'écriture ci-dessus n’est autre que dist,(e;, E), ce qui
nous permet d’exploiter (2.1):

e
Do < Hyle) e (n+ 122
< ef)\vsﬁ(e,-) . Alsc@ . (1’1 + 1)3(51,/2 ”Xz 1Hoov

ou la derniére ligne découle comme d’habitude de (1.8).
En utilisant le fait que )\(()Z)
de (2.48) par

< |AW| = deg; P,, on peut alors majorer le logarithme

i) 30
— Ayt E hi(e;) + Zdegl P, (20 log(n+1) +log|lx; o + Avsé@>

et pour majorer le premier terme de cette somme on écrit en utilisant encore (2.14)

m ()7 A(Z) . m /\(1
Z/\O h(ei) = Z% lzh(el = ZLZ Z = 61)5€1

i— %

ot la derniere estimation découle du quatrieme point du lemme 2.4.11 page 65 et
de la définition de I'indice.
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2.4 Extrapolation

En regroupant tous les termes qui constituent ay ,(e) puis en sommant sur o,
on majore la hauteur logarithmique de ce facteur par la quantité suivante, ot1 I'on
note A, =0siv ¢ S:

36
ZAU (— da2h(er)Apeer + log||Polly , + Zdegl p, (20 log(n + 1)

i=

+108][ X7 o0 + Aotlo +10gl|fz, |11, + (Di(u; + 1)8) log(2Dj (n + 1))>>

puis en se souvenant que ) ,A,A, = 1 et en utilisant (2.22) et le lemme 2.4.11
page 65:

h(ay (8)) < —%M%fz(el)ssl +156a3c1, oA 136 Y yia?hy (f7,) + 0(6)
i=1

3
+35< log(n + 1) + nlog(Bn) + ee + B(g + 1) log(B(n + 1)) )2;71

On utilise alors 'hypothese (2.17), le lemme 2.2.4 page 30 et I'estimation (2.66)
pour conclure:

1. 54
h(av(8)) < —50aih(er)eer + 196a3c1 o A () 1 o(5) .

En substituant cette derniere estimation ainsi que (2.43), (2.44), (2.45), (2.47) dans
(2.40), il vient

0 < a7 (wh(er) + B) + o(da7) (2.49)
avec:

a=2mey+3(m—1)yy+ —— — —e51

7
B = 19c; o A f(0) 4 (5 +3c0)cr0 + (5+2¢0) log B
< 20¢q @A(H%)f(u)

ou la derniére majoration utilise (2.64) et le fait que 2¢o < 1.
Montrons que « est négatif et méme inférieur & —>ee. La définition (2.30) de &g
assure que
2meg < — . (2.50)

Par ailleurs, en utilisant la définition (2.29) de &; puis celle (2.7) de yy, on a

m

E€1 gm—g8

> — (2.51)
48(m —1) = 48(m — 1) N5 (85-5m)s

WV

=7V

mN7s (85-58)7°%
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m

8
en remarquant que 48 - 857 < 857=2. Ceci entraine immédiatement que

- < —. .
3(m—1)7v < 72 (252)

Enfin, le choix de ¢ dans 1'énoncé de la proposition 2.4.9 page 61 assure que

8(m —1)Bey _ eg
< —= .
T (2.53)

et on a bien & < %881 — %881 < —%881 < 0 comme annoncé.

Ainsi on a, en remarquant que u > m et que f est décroissante:
A 1
wh(er) + B < —Esslh(el) +20c; @A) (m) (2.54)
1 A 80 1
< —= - = (5 f(m)
S 4881 (h(el) ee1 C1/@A )

Or, en remarquant que ¢, = 5m/yy d’apres les définitions respectives (2.7) et (2.18)
de ces deux constantes, la comparaison (2.51) entraine

@< 48(m —1) -5m

X <CZ<A
E€1 E€1

par définition (2.8) de A. Par ailleurs, (1+ 2)f(m) +1 < (14 L)f(m —1) d’apres
la définition (2.9) de f, donc en utilisant le fait que m > 2, il vient:

ah(e)) + B < —2881 (fz(e1) - CL@A(H%)f(m_l)) < —zeech@A(H%)ﬂm_l) <0

ou l'on a utilisé 'hypothese (2.2) et la définition (2.5). Au final, pour J et a% as-
sez grands, le membre de droite de (2.49) est négatif, contradiction qui achéve la
preuve de la proposition 2.4.9 page 61.

2.5 Application du théoréme du produit et conclusion

La section précédente a montré que F,’h était d’indice élevé en e. Nous allons
maintenant en déduire I'existence d’une forme T comme dans la conclusion de la
proposition 2.2.5 page 31, en utilisant le fait suivant, conséquence du théoreme du
produit.

Fait 2.5.1. Soient (x1,...,Xy) un point rationnel de P*1 x --- X Pm et u = uq + - - - +
Uy. On considere une forme G de degré b € (N \ {0})™ et on suppose qu'il existe & > 0
tel que:

(i) Ind’ G > a;

(ii) b}% > ()" pour tout j € {1,...,m—1};

70



2.5 Application du théoréme du produit et conclusion

(i) & < (B ”)“.
Il existe alors un i € {1,...,m} et une forme T € k[Xéi), cee, Xl(f;.)] non nulle, telle que
(i) x € 2(T);
(ii) deg T < (2)";

(iii) la hauteur de T satisfait a

I
—

RSy
=
8
3
/N
=
—~
E
N—
=
7 N
=
2
2
+
NgE

—1
' (bj(Sty; +1log2) +  /u;) + u?_log|b])
)

myu myu deg T + u;
+b; <E> (ul—i—l)log((;) (u,—l—l)) + b 10g< " >
oit le nombre de STOLL est défini par (1.2).
Démonstration. C’est le théoreme 7.1 page 149 de [Rémoob]. O

Pour appliquer ce fait, nous devons fabriquer a partir de F, une forme sur P* x
-+ - X P"" qui conserve un indice comparable et dont on contrdlera degré et hauteur.
On considere a cet effet la projection linéaire 7t d’un ouvert dense de (P")™ sur
cet espace obtenue en conservant les u; + 1 premiéres coordonnées sur chaque
facteur. Cette projection fait apparaitre Z, ou plus précisément son image par x; o
®, comme un revétement (ramifié) de 1’espace d’arrivée, car ce plongement est
adapté. Algébriquement, ceci signifie que I'anneau des coordonnées homogenes
de Z est une extension finie de k[Xél), e, Xl(,i); .. .;X((]m), e, XL(JZ)] Le fait suivant
montre que la norme N(F; ) de F; dans cette extension est une forme possédant
les propriétés voulues.

Fait 2.5.2. La forme N(F} ) € k[Xél), . ~,X$); cei} X((]m), o, XL(ZZ)] posséde les proprié-
tés suivantes :
2 2
(i) Ind), N(F},) > Ind!" F} ;
(ii) degN(F,,) = (ITiL; D;) degF, ;
(iii) hoo(N(F,,)) < (IT%1 Di)heo(Ey,) + 0(9).
Démonstration. C’est le résultat de la page 148 de [Rémoob]. O
On note désormais G = N(F) ) puis D = [[L; D; et b; = Déa?(21; + £o). On
souhaite alors appliquer le fait 2.5.1 page précédente a G avec & = mA =2 (%) et

x = 7t(e). Il s’agit tout d’abord de vérifier que les hypotheses sont bien satisfaites.
Commencons avec l'indice : pour tout A € (N"*1)" on a

AD] 1 Ao
>
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par définition de b et en observant que gy < 1, de sorte qu’en utilisant succes-
sivement 1'inégalité ci-dessus, le fait précédent et la proposition 2.4.9 page 61, il

vient: , .
b L qa L 17a / &€l
Indy & > 355 a6 2 35p Inde” B 2 30— 198D -

On tire maintenant parti de la définition (2.29) de &; puis de celle (2.18) de c3:

384(m —1)m _ 384(m —1)m - N5 (85 -5m) '

€1 gm—g

5mAN™3 (85 - 58)7 3
< (m )% _ ) (2.55)

egm—g

ou l'on a utilisé le fait que 384 < 5 - 85. Apres avoir rassemblé les deux inégalités
précédentes, il ne reste plus qu’a exploiter les hypotheses (2.15) et (2.16) pour
obtenir . .
b
= .
Ind, G > &BD © AU =u (2.56)
qui est précisément la premiere hypothese a satisfaire.
Pour la deuxiéme, en utilisant la définition des #; et le fait que ey < 1, puis deux

fois (2.14) et enfin I'hypotheése (2.4), on écrit

bi (27 +e0)a; . a7 . 1 h(eia)
biv1i (201 +eo)ad, T maZ T 4m fi(e) T 4m

(2.57)

Par ailleurs, (%)u = A2f(#) d’apres le choix de «. Pour u compris entre m et mg,

cette quantité est majorée par A?"/(") vu la définition de f. La définition (2.6) de
Bv implique alors directement que la deuxieéme hypothése est satisfaite.
Pour la troisiéme, on observe que 1'expression

<10g(21/;;|—1)>u

est décroissante en u tandis que a/m = A~2%f(*) est croissante que u, de sorte qu’il
suffit de vérifier que cette condition est satisfaite pour u = mg. C’est bien le cas
puisque
log(mg +1)\"* -2 -2
—= ° - 2 "> A .
( 2(mg)? > (Vamg) (258)
d’apres la définition (2.8) de A (troisieme argument du maximum) et f(mg) = 1.
On peut donc appliquer le fait 2.5.1 page 70 comme annoncé, on note T la forme
obtenue. On a alors 7t(e) € Z(T), c’est-a-dire T(€) = 0. On introduit une forme
T'(XW) = T(xi(X®)) dont on va montrer qu’elle possede bien les propriétés
annoncés par la proposition 2.2.5 page 31.
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2.5 Application du théoréme du produit et conclusion

Tout d’abord il est clair, par construction, que T'(e) = 0 et que T’ ne s’annule
pas identiquement sur Z. Pour l'assertion sur le degré, d’apres le choix de « on a

deg T' = deg T < A?f(1)

qui est bien la majoration annoncée.

Concernant la hauteur, on commence par majorer /i« (T) en fonction de heo(F,,) ;
le fait 2.5.1 page 70 donne immédiatement la majoration suivante, compte tenu
du fait 2.5.2 page 71 et du choix de &, et en remarquant que log|b| et |/u; sont
négligeables devant

m

Déa?(21; + €0)heo(T) < 1; A2 () <Dhoo(P;g) + 21 Déaz (21; + €0) (St + 10g2)>
]:

+ Déa? (211 + 0) A2 ) (u; 4 1) log (A0 (u; + 1))

A2uf(u) ,

+D5af(2qi+so)log< u'+uz> +o(d) .

On utilise alors 1'estimation élémentaire

AZuf(u) .
log< ) +uz) < i log(AZW) 4 1) < ;A2 W)
i
et le fait que 2 < 2#; + &9 < 2m, puis on simplifie par 26D et on met u;A?*f(*) en
facteur (en majorant u; + 1 par 2u; le cas échéant) pour obtenir

1
Niatheo (T) < up A2/ () (25’100(5/»)

+m<. 1“?(5tu,~+10g2>+ﬂ?(210g(A2“f(“>(ui+1)) +1))) +o(1)
]:

On utilise alors (1.3) et le fait que u; < g < m — 1 pour écrire St,; < mlogm. On
utilise de plus le lemme 2.2.4 page 30 et le fait que a? < a2 pour estimer le terme
de la derniere ligne ci-dessus par

2ma3 <m log m +log 2 + 2ulog A/ +logm + ;)

puis on invoque (2.62)7 pour obtenir

1 1
1i02heo(T) < u; A2 () (th(p;e) + Zﬁ A<1+,3,>f<u>> +o(1)

7. Voir note 4 en bas de page 50
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comme estimation finale de la hauteur de T en fonction de celle de F .
Utilisons maintenant le scolie 2.3.7 page 51 pour exprimer cette hauteur en fonc-

tion de )" 4 Uial'zhl (fz.)-

m 5 N
1i0%heo(T) < u; A2/ () (6 Y niaihi(fz;) + Z”%le@’ A+ )f(u)> +o(1)
j=1

< up AP (6 Y niaih(fz,) + 261%01,@/\(”’11”(”)) (2.59)
j=1

ott 'on a supposé J assez grand pour que le terme en 0(1) de la premiere ligne soit
plus petit que la quantité perdue en remplacant 3 par 2 dans le terme précédent,
qui ne dépend pas de 6.

Passons maintenant & T’. Par construction, en utilisant les propriétés classiques
de la hauteur, on a

heo(T') < heo(T) + (degT<h00(Xi) +log(n + 1)) +log <degT+ n+ 1>>

n+1
< heo(T) + (AZ”f(”) (logB + log(n + 1)) +2u(n+1) 10g(Af(u))> _

On invoque alors (2.63), puis on multiplie les deux membres par 7;a? et, en remar-
quant que cette derniére quantité est majorée par a2, il vient:

7i02heo (T') < 102 heo(T) + a2cy @ AR 00)

I ne reste plus qu’a substituer (2.59) dans l’estimation précédente pour avoir

1i0%heo(T') < u A2 () (6 Z nja]zhl (fz,) + 3a%c1,@A(1+$)f(u)> ,
j=1

ce qui acheéve la preuve de la proposition 2.2.5 page 31 en remarquant que u; < g.

2.6 Valeurs des parameétres et estimations reliées

Les sections précédentes suivent 1’ordre logique de la démonstration : réduction
du théoréme a l'existence d’une forme motrice, puis construction de celle-ci par
la méthode de THUE-SIEGEL : construction d’une forme auxiliaire, extrapolation
et application d'un théoréme de multiplicité. Cependant, cet ordre n’est pas celui
dans lequel les valeurs des différents parameétres sont déterminées; la présente
section a pour but de clarifier la facon de choisir ces valeurs qui autrement risquent
de paraitre un peu « magiques » au moment ou elles sont introduites dans les
sections précédentes.
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2.6 Valeurs des paramétres et estimations reliées

Par ailleurs, nous établissons ici quelques majorations ad hoc de quantités ap-
paraissant au cours de la preuve; ces estimations sont plus ou moins intimement
liées aux valeurs choisies pour les différents parametres, ou un peu fastidieuses
quoiqu’élémentaires, c’est pourquoi nous les avons regroupées ici pour ne pas
perturber le cours des sections précédentes.

2.6.1 Méthode d'ajustement des paramétres

Tout d’abord, ¢ est fixé par I'énoncé, et la famille e supposée contredire le théo-
réme est fixée en premier, ainsi que la famille (4;); comme indiqué a la sous-
section 2.2.1 page 28. Plus précisément, cette famille est fixée a un facteur entier
prés: on prendra ensuite a1 assez grand pour que dans (2.49) la partie en §0(a?),
qui provient de (2.44) et (2.45), soit négligeable devant le terme en 6a3.

Nous arrivons maintenant aux conditions définissant V' (e). En fait, celles-ci sont
déterminées de fagon a ce que A™ € V(e) et qu'on puisse, en coupant par des
formes données par la proposition 2.2.5 page 31 produire d’autres formes qui
restent dans V(e). On peut voir cette partie comme la construction d’une suite
de sous-variétés emboitées, en estimant a chaque étape le degré et la hauteur, qui
dépendent des estimations a 1’étape précédente; V(e) est défini de sorte a contenir
tous les éléments de cette suite. Le plan général de la construction est résumé par
la figure 2.1 page suivante.

Remarquons qu’on pourrait tout a fait dans un premier temps se concentrer
uniquement sur le degré puisqu’on peut I'estimer indépendamment de la hauteur,
et qu’au contraire cette derniere dépend de fagon cruciale du degré. Lors de la
construction de la fonction auxiliaire, on se contenterait de savoir que la borne
de hauteur ne dépend pas de ¢, ce qui permettrait ensuite de faire ’extrapolation
«pour fi(e) assez grand » sans préciser, et d’obtenir un indice extrapolé permettant
d’appliquer le théoreme du produit, donnant ainsi 1'estimation de degré au cran
suivant.

Plus précisément, pour la construction de la fonction auxiliaire on introduit
les deux parametres ¢y (controlant certains degrés de la fonction auxiliaire) et &;
(contrdlant son indice de construction). A ce stade on a seulement besoin que ¢
soit suffisamment grand devant €; pour avoir (2.34); notons que cette condition
ne fait pas intervenir les degrés de Z, uniquement ceux de la fonction auxiliaire.
L’estimation de hauteur de la fonction auxiliaire en revanche dépend du maximum
des degrés de Z et de ses hauteurs.

On peut alors mener les calculs de la sous-section 2.4.2 page 60 et aboutir
a (2.49): la quantité qui y est notée a ne dépend que du maximum des degrés
de Z tandis que B dépend de ce maximum et de la hauteur de la forme auxiliaire,
donc en définitive de celle de Z. Dans un premier temps, en attendant les estima-
tions finales, on peut tout a fait ne pas achever le calcul de ce 8 car son seul impact
sera de fixer une valeur minimale pour ay, parametre qui peut étre fixé en dernier.

75



9L

Partie itérée. Entrée: Z = A™ ; sortie: Z; = {e;} pour un certain i.
p

E 80>>811v771f\>/§v81>>€0 wLl|le>0 Bv >1 i

; e N B i

dea A : dev 7 Existence T Indice Existence | dog 7/ !
5 E & et degrés extrapolé et degré & E

: [N i S ) ;

h(A) -t h(Z) =————— Hauteur A h(ep) fixé Hauteur —————— h(Z')

' ,A I— A ] .

E : - J - / J - J :

! Forme auxiliaire Extrapolation Forme motrice E

ay >1

. D

FIGURE 2.1: Dépendances entre les différentes quantités en jeu. Toutes les quantités dans le cadre en traitillé qui dépendent
indirectement de deg Z en dépendent aussi directement; les fleches correspondantes sont omises pour alléger.
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2.6 Valeurs des paramétres et estimations reliées

Rappelons que pour pouvoir extrapoler, il est essentiel que cette quantité a soit
négative. Rappelons sa valeur:

a=2mey+3(m—1)yy+ —F—— — —€£1

et essayons de la relier a la structure de la fonction auxiliaire (on considere ici la
forme F € k[X,Y]). Le premier terme provient du premier groupe de variables et
peut étre rendu petit en diminuant les degrés en ces variables, controlés par ¢g; le
deuxiéme correspond au deuxiéme groupe et peut étre rendu petit en diminuant
la hauteur de ¢/, controlée par yy (une fois les a; convenablement choisis). Le
troisieme terme correspond a ce qu’on perd en dérivant, il dépend du degré de
Z car c’est le long de cette variété qu’on dérive; la seule facon de le rendre petit
est d’augmenter o c’est-a-dire de ne pas dériver a un ordre trop élevé. Le dernier
terme enfin est déterminé par la condition d’approximation (2.1); le seul moyen
de le rendre grand en valeur absolue est que l'indice de construction de la forme
auxiliaire, controlé par €1, soit assez grand.

On se retrouve a ce stade avec deux conditions « allant en sens contraire » sur &g
et &1 : le premier doit étre, par rapport au second, suffisamment grand pour per-
mettre la construction de la forme auxiliaire, mais suffisamment petit pour pouvoir
extrapoler, plus précisément on veut avoir (2.34) et (2.50). Un calcul élémentaire
montre qu’il est possible de satisfaire simultanément ces deux contraintes pour
peu que m > maxu; = g (exposants apparaissant dans la premiére condition).
C’est uniquement pour répondre a cette exigence qu’on demande m > ¢ dans
I’énoncé du théoréme ; de méme les deux conditions citées déterminent seules les
définitions de ¢( et €1 données en (2.30) et (2.29). (On utilisera souvent par ailleurs
le fait que m > 2 et que g9 < 1 pour simplifier certaines estimations, mais aucune
de ces inégalités n’est cruciale pour la bonne marche de la preuve.)

Maintenant que ¢; est fixé, on en déduit les valeurs souhaitables de yy et c: le
premier est choisi dans le seul but d’avoir (2.52), ce qui est assuré par (2.51) et le
second est seulement déterminé par (2.53).

Nous arrivons maintenant a 1’application du théoréeme du produit: 'indice de
la forme a laquelle nous souhaitons 'appliquer dépend d’une part de l'indice
extrapolé de la fonction auxiliaire, donc du maximum des degrés de Z et d’autre
part du produit de ces degrés. C’est principalement cet indice qui détermine la
valeur de la quantité notée a dans la section 2.5 page 708, et donc le degré de la
forme motrice.

La raison pour laquelle on introduit c; dans la condition (2.15) est qu’on veut
pouvoir écrire (2.56) et c’est ceci, plus précisément (2.55), qui détermine sa valeur.
Il est plus naturel d’absorber les facteurs supplémentaires dans la majoration de
B que celle de D car la premiere quantité est a priori plus petite (ceci se vérifie

8. Distincte de la quantité également notée a dans la section précédente, que le lecteur veuille
bien nous pardonner ce recyclage de notations entre plusieurs sections.
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sur leurs valeurs initiales: deg.A et (deg.A)™ respectivement, ensuite les deux
quantités seront multipliées a chaque cran par le méme facteur, a savoir deg T).

Nous sommes maintenant en mesure de choisir A : les deux premiers arguments
dans le maximum assurent que A™ satisfait bien les conditions (2.15) et (2.16).
Le troisieme a pour but de satisfaire la troisiéme hypothese dans 1’énoncé du
théoreme du produit, voir (2.58).

Par ailleurs, la volonté de satisfaire la deuxieme hypothése du théoreme du
produit motive la définition de By : (2.57) est la seule contrainte sur By.

Penchons-nous a présent sur la démonstration du théoreme a partir de la pro-
position 2.2.5 page 31; elle explique la définition de la fonction f apparaissant en
exposant dans les estimations, qui procede par récurrence décroissante en partant
de f(mg) = 1 et en descendant avec la relation (2.19). Nous avons a ce stade plei-
nement expliqué (forme générale et définition de chaque quantité intervenant) les
estimations de degré (2.15) et (2.16).

Muni de ces informations, nous pouvons a présent remplacer les degrés interve-
nant dans les estimations de hauteur. On estime donc successivement la hauteur
de la forme auxiliaire puis celle de la forme motrice en fonction des hauteurs de Z,
et au final on obtient la relation de récurrence (2.20). Il ne reste plus qu’'a dérouler
cette récurrence (en partant rappelons-le de Z = A™) pour obtenir la forme finale
de (2.17).

Enfin, de cette derniere relation on déduit (2.21) qui motive a choisir ay assez
grand pour contredire cette relation. On se souvient alors que lors de 1'extrapo-
lation on devait également avoir ay assez grand pour que la quantité (2.54) soit
négative. Il suffit donc maintenant de choisir ay répondant & ces deux contraintes,
ce qui n’est pas problématique puisqu’elles vont dans le méme sens: en fait, la
premiere contrainte est la plus forte et implique facilement la deuxiéme, comme
le montrent les calculs suivant (2.54).

2.6.2 Estimations diverses

Commengons par quelques estimations générales ; on rappelle pour commencer
quen > 2, N > 3 et deg A > 3 d’apres la remarque 1.5.6 page 15, puis ¢ > 1 et
m > g+ 1 > 2. Ainsi, le dernier argument du maximum dans la définition (2.10)
de c¢1 ¢ donne ¢1 9 > nlog3 > 2. De plus, la définition (2.8) de A implique immé-
diatement, en considérant le deuxiéme argument du maximum, que

A>5-m*-85-3-58-3>3825m>5% > 19125m> > 76500 .
Remarquons au passage que si le deuxieme argument dans le maximum domine

largement pour m et g petits, le troisiéme croit en revanche bien plus vite quand
ces deux quantités augmentent.
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2.6 Valeurs des paramétres et estimations reliées

On fera fréquemment usage des deux estimations suivantes:

A
1275-m? .58’
qui découlent de (2.15) et dont la premiere utilise 1'inégalité élémentaire logx <
a x1/% valable pour tout & > 0.

Avant de passer aux différentes estimations ad hoc, établissons encore une esti-
mation qui nous sera utile plusieurs fois:

log B < log(Af(”)) < m A F() et log B < B <

B(g+1)log(B(n+1)) < B(g +1) (mAn/) + ¢, )

< szcl,(aA% f(u)

1 2175c1,@A<1+%>f<u> . (2.60)
Signalons enfin qu’en général on ne cherchera pas a obtenir la plus grande pré-
cision possible sur le facteur constant, on se contentera de la valeur utile pour
chacune des situations considérées.

N

Intéressons-nous maintenant a notre premiere estimation ad hoc:

1,0

5 +log((n+1)!) +nlog B+3log(B)(B(g+1)+1) +3log2 < 1c1,@/\(1+%)f(l4)

1 .

(2.61)
Pour le deuxiéme terme, on a par définition: log((n +1)!) < nlog(n+1) < c10
de sorte que la somme des deux premiers termes est au plus 3c; . En utilisant de
plus l'estimation (2.60) ci-dessus, il vient:

c10/2+1og((n+1)!) +3(logB)B(g+ 1) + nlog B + 3log B + 3log 2

3A 3 Af@) AW A
< +3- +
2-1275 1275 1275 1275 1275

qui implique largement 1’estimation annoncée.

1o+ ——c oAITII) ¢y 0.

La prochaine majoration ad hoc que nous montrons est

2m (m log m +log 2 + 2ulog(Af™) +logm + ;) < EA(”%V(”) . (2.62)

On commence par utiliser le fait que A > (v/2mg)"$ pour écrire

2
mlog A > m?glog(v/2mg) > m?logm + %105;2 > mlogm + logm + % +log2

ou l'on utilise le fait que m > 2 pour la derniére minoration. Comme de plus
u > m, la parenthése dans (2.62) est majorée par 3ulog(Af*)) et comme de plus
u < mg le membre de gauche de (2.62) est majoré successivement par

—_

4
6mglog(AW) < 6ng AR/ () < Z Al 24Am
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2 Inégalité de VoyTa

qui implique l'estimation annoncée pour peu que le dernier facteur soit inférieur
a1.Oronavuque A > 19125m? et un simple calcul montre que cette quantité est
supérieure a 24m* tant que m < 28; par ailleurs pour m > 28 on a immédiatement
(V2m)™ > m® > 24m*.

Prouvons maintenant que
A2 () (log B +log(n + 1)) +2u(n + 1) log(AfM) < ¢ o APV (2.63)

Pour commencer, on a

ASf@) A 1
< Lo oA | (o
1275 T 107575 S 7410 (2.64)

log B+1log(n+1) <logB+c1o <
Par ailleurs
1
2u(n+1) log(Af(”)) < 4c1,®m2g/\%f(u) < EC1,®A(1+%)f(u)

qui aboutit largement a I'estimation annoncée.

On a également, en utilisant (2.60) :

2¢B(log B +log(n + 1)) +log(16g) + 3log B

2 1 4Nf()
< (145 f ()
S 1a75000 1275
< cll@A(H%)f(“) ) (2.65)

Par ailleurs, en utilisant a nouveau (2.60) :

glog(n +1) +nlog(Bn)+ée +B(g+1)log(B(n+1))

3 1 1
<z log B AQ+5)f(w)
2C1,@ +cet+crelogB+c1e+ 1275 1,0

A ASW) 1 1
< L e (1+5)f (u)
St o taeTs T pEaed
< %CLQNH%)ﬂw . (2.66)

2.7 Déduction du cas général

Le théoreme 2.1.1 page 27 fait 'hypothese que la variété dont on étudie les
approximations exceptionnelles est I'hyperplan Xy, = 0 dans le plongement consi-
déré. Nous allons en déduire un résultat similaire sans cette hypothese, par des
changements de plongement successifs. Si E est un hyperplan quelconque, on se
ramene au cas précédent par un changement de coordonnées linéaire. Si c’est une
hypersurface quelconque, on se ramene a un hyperplan par un plongement de
VERONESE. Enfin, si c’est une variété quelconque, on se ramene au cas précédent
en considérant une hypersurface convenable la contenant.
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2.7 Déduction du cas général

2.7.1 Hyperplans quelconques

On commencera par un hyperplan presque quelconque, en excluant seulement
un cas particulier. On montrera ensuite qu’on peut toujours 1’éviter, avec de plus
un certaine marge de sécurité évitant I’explosion de certains constantes, quitte a
changer 'ensemble des places considérées dans I’hypothése d’approximation. En
attendant, le lemme suivant donne un changement de base dans le cas favorable
et estime son cofit sur les différentes quantités en jeu.

Lemme 2.7.1. Soient ®: A — P" un plongement projectif, po le point de coordonnées
homogenes (1:0: - - - :0) et E un hyperplan ne contenant pas py. Il existe un automorphisme
X de P" tel que x(E) admet Xy = 0 comme équation et que, si I'on note @ = x o © le

nouveau plongement A — P" obtenu par composition, on a, pour tout x € A(Q):

(i) dist, e (x, E) < dist,e(x, E) - dist,e(E, po) 2 (n +1)%/2;

(ii) Hyer(x) < Hao(x) - Hoo(E)vn+1;

(iii) e/ (A) < hio(A) +h,e(E)(g+1)deg A;

(iv) éer = o + hgl@(E) + %log(n +1);

(v) Cor = Co + %h1,®(E>
ol les deux derniers points signifient qu’il s’agit de valeurs acceptables pour pour ces
constantes (les valeurs optimales pouvant étre plus petites). Par ailleurs le cardinal N de
I'ensemble de cartes introduit a la section 1.5.4 page 13 et la dimension ambiante sont
inchangés.

Démonstration. Notons L une équation de E, qu’on peut supposer de la forme
L(X) = Xo+ X1 + - - -+ 1,X,. Remarquons de suite que dist, o (E, po) = HLH;;
Par ailleurs, posons

1 —l —l ... —I, 1 L L ... 1
0 1 0 0 0 1 0 0
M= soit M1 =
1 0 1
0 v, 0 1 0 ....... 0 1

de sorte que toutes les colonnes de M sauf la premiere sont les coordonnées ho-
mogenes (dans le plongement ®) de points de E. Plus précisément, en relevant
dans k"*!, ces vecteurs constituent une base du relevé de E. On remarque que
les normes des lignes et des colonnes de M comme de M~! sont majorées par la
norme de L.

On note alors x € GL,.1(k) la transformation linéaire associée a M~! (dans
la base canonique) et on note de méme la transformation linéaire de P" qui en
découle en passant au quotient. On pose alors ® = x o ®. On note L'(X) =
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2 Inégalité de VoyTa

L(M(X)) = Xp; par construction L’ est une équation de E dans ce nouveau plon-
gement, lequel satisfait donc a la premiére condition.

. . . =+l P
Soit maintenant x un point de .4, dont on note C, € Qn+ des coordonnées dans
le plongement ® et C;, = M~!C, des coordonnées dans le plongement @'. Vu les
expressions de M et M~! on a immédiatement

ch 1,0 <
1Cxll o0 <

|L
|L

C;c 1,0 HC;
Crllae ICL]

et la derniere inégalité donne aussitot le point (ii) page précédente en comparant

I oo @[]+ [l25-
Par ailleurs, en appliquant la définition de la distance d"un point a un hyperplan,

il vient

< ||L 10llCxll1 0 (2.67)

|LH2,v||Cx||2,v (2.68)

10 1,0

| |
| b <

2,0

Oo/

, IL'(CY)] , IL
dist, @ (x,E) = ————2%— = dist,e(x, E)
’ HL/ 2,0 C;c 2,0 b ”L,

2,0 ||CX

20 1Cxll20

2,0

qui donne le point (i) page précédente en remarquant que ||L’'||, , = 1 par construc-
tion et en utilisant la comparaison ci-dessus pour majorer le dernier facteur.

Par ailleurs, si f4 est une forme de CHow de A dans le plongement ©, on
obtient une forme de CHow f/; de A dans ® en composant f,4 avec (la transposée
de) M~! sur chacun des ¢ + 1 groupes de 1 + 1 variables, de sorte que, si deg.A
désigne le degré de A en tant que sous-variété de P" (qui est évidemment le méme
dans les plongements © et @’) c’est-a-dire le degré de f4 en chacun des groupes

de variables, on a
g+1)deg A

(
L 1,0

1 fallo < 11fa
qui établit (iii) page précédente.
Par ailleurs, les comparaisons (2.68) donnent immédiatement

1,0

1
|ha,0(x) — hye (x)| < ha(L) + > log(n+1)

d’ot, en constatant que les hauteurs normalisées sont les mémes dans © et @’

N 1
|h2,@/(X) — h(x>| < é@) + hz(L) -+ E log(n + 1)

qui donne directement (iv) page précédente.

Enfin, si (Lg’b’v))ver est une famille de (n 4 1)-uplets de formes donnée par le
lemme 1.5.2 page 14, on pose

b, 1, (ab,
LeP) — ML (MX, MY)

de sorte que la famille (Lg,b,y))%r satisfait aux mémes hypothéses dans le plon-
gement @, sauf peut-étre (1.9) et (1.10). Montrons que ces deux conditions sont
satisfaites avec Cer , = Cop - || LH?’/UZ, ce qui impliquera le dernier point de I'énoncé.
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2.7 Déduction du cas général

Pour la premiére, en utilisant les propriétés de la norme 1, on a immédiatement
b b 24p2) 22 3 (a241?) 2452
LG Mo < LML MlILIES ™ < ca s ILIfy ™ = c&

en remarquant que pour (a,b) > (1,1) on a 1+ 2(a? + b?) < 3(a* + b?). Pour la
deuxiéme, en utilisant (2.67), on écrit de méme

b _ b, 242 2b
1L (Cl Gl _ IMTILE"™ (Cor Gl (ICellie )™ (1Sl
[ Fsa e Fya ICy ||2”2||c [ IC: 0 1€y 1110

b _ (2 bZ
LGl 1 C@%”* )
2 2 2) = :
ICREIC S LI ™ o3

Enfin, il est clair que N = CardT reste inchangé car 1’ensemble de cartes consi-
déré est le méme (les cartes sont des ouverts de A2, pas de son image dans un
plongement); par ailleurs n n’est bien évidemment pas modifié par un change-
ment de coordonnées linéaire. O

On en déduit une version un peu plus générale du théoreme 2.1.1 page 27.

Corollaire 2.7.2. Soient ©: A — P" un plongement projectif, E un hyperplan de P",
po le point de P" de coordonnées homogenes (1:0:---:0) et € > 0 un nombre réel. Il
n'existe dans A(Q) aucune famille de points x1,..., %y avec m > g+ 1 satisfaisant
simultanément aux conditions suivantes, ot les notions de distance et de hauteur sont
relatives au plongement © :

dis’cz,(po,E)2
(n+1)%/2

hi(x) > 4c3@A( +TT8, (2i+1)

0 < dist,(x;, E) < Hy(x;) ™™ YoeS

h(x;) > h(xi_q) - 4mA2me 1 (2i1)

m

cos(x;, xj) > 1— % (ﬁ)ﬁ
avec
Ay = max((deg.A)",5m* (86N - 58 - 871)"’"7713 deg A, (V2mg)™s)
s0 = max(in(A) + h(E)(g +1)deg A,co + n(E),
¢o +ha(E) + %log(n +1),nlog(n +1)) .

Avant de passer a la démonstration, examinons les différences entre cet énoncé
et le théoreme 2.1.1 page 27: les deux principales sont une hypothese moins res-
trictive sur E compensée par une hypothese d’approximation plus contraignante,

83



2 Inégalité de VoyTa

en particulier si E est proche de pg. Les seuls autres changements concernent les
valeurs des constantes: c1@ est remplacée par ¢3¢ avec une définition différente
faisant intervenir la hauteur de E, et le nombre 85 est remplacé par 86 partout ol
il apparait en méme temps que .

Démonstration. On remarque pour commencer que le résultat est vide dans le cas
ou po € E, car la premiere condition n’est jamais satisfaite. Dans le cas contraire,
on considere le plongement ® donné par le lemme 2.7.1 page 81 et on prévoit
d’appliquer le théoréme 2.1.1 page 27 a E et ®' avec ¢ = 85¢/86 pour une raison
qui deviendra bientot claire. Il s’agit de vérifier que les hypotheses du corollaire
impliquent bien celles du théoréme.

Pour 1'hypothése principale (2.1), on utilise d’abord le point (i) page 81 du
lemme, puis I'hypothese principale du présent corollaire, la définition de ¢’ et
enfin le point (if) page 81 du lemme:

distv,@/(xi, E) < distv,@(xi, E) . diStv,@(E, p0>,2 (Tl + 1)6”/2
Hae(x;) "
Hy o (xi) ™ - Hpe (x;) /88

HZ,G)’ (xi)f/\vgl ) H2,@(E)/\DEI (Tl + 1)/\,,.5//2 . H2,®(xi)f)xve/86
>/\v€/86

/

INININ

N

Haor (%)™ (o0 (E)¥ (1 + 1)%/2/ Hy o)) ,
qui donne le résultat voulu pour peu que la quantité dans la derniére parenthese
soit inférieure a 1. Or, la deuxieme hypothese entraine largement cette inégalité,
par exemple: hyo(x;) > 2c30A1 = 85(h1e(E) + 5 log(n + 1)) en utilisant de di-
verses fagon la définition de c3 g et le fait que Ay > 85.

Les autres hypothéses sont plus faciles, car un changement de coordonnées li-
néaire ne modifie en rien la hauteur normalisée, c’est-a-dire la forme quadratique
définissant la géométrie de 1'espace de MORDELL-WEIL. Les conditions s’écrivant
dans cet espace sont donc inchangées en passant de ® a @'. Ainsi, les hypo-
théses (2.3) et (2.4) sont satisfaites car les hypotheses correspondantes du corollaire
sont les mémes, compte tenu du changement de ¢. Il en est de méme pour (2.2) en
remarquant de plus que c3 ¢ > ¢1 ¢ par définition et en utilisant les points restants
du lemme précédent.

On peut donc appliquer le théoréeme 2.1.1 page 27 comme prévu et en déduire
qu’il n’existe pas de famille de points satisfaisant aux hypothéeses du présent
énoncé. ]

Le défaut du résultat précédent est que I'hypothese d’approximation est d’au-
tant plus forte (et donc le résultat d’autant plus faible) que pg est proche de E, jus-
qu’a obtenir une hypothése impossible a satisfaire (donc un résultat vide) lorsque
po € E. Le corollaire suivant propose deux options pour contourner ce probleme:
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2.7 Déduction du cas général

la premiere consiste a considérer des permutations de coordonnées pour éviter
que cette condition ne devienne trop restrictive, mais a un cofit sur les autres
constantes (sauf si Card S = 1); la deuxieme consiste a remarquer que les diffé-
rentes distances en question, dés qu’elles sont non nulles, sont liées a la hauteur
de E — cette version prendra plus de sens lorsque 1I'hypothese d’approximation
sera modifiée en utilisant un produit sur toutes les places de S a la section 4.2
page 118.

Corollaire 2.7.3. Soient ®: A — P" un plongement projectif, E un hyperplan de P" et
¢ > 0 un nombre réel. Il n'existe dans A(Q) aucune famille de points x1,. .., X, avec
m > g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < dist,(x;, E) < oc_le(xi)_A”S YoesS
( (1+%)1‘[§’§m(2i+1)

) > 4C3
( )>h(xl 1) 41’”/\
)

2m Hl m+1 (21+1)

m

1 m—
cos(xj, xj) >1—— ( € ) ¢

86N - 58s
avec
Ay = max((deg.A)",5m* (86N -5 - s’ls)ﬁ deg A, (V2mg)™s)
¢30 = max (i (A) + 11 (E) (g + 1) deg A, co + ghl(E),
¢o +ha(E) + %log(n +1),nlog(n +1))
et au choix :

(i) s = min(n +1,Card S) et a, = (n 4+ 1)%/2; ou bien
(i) s = 1et (ay)y une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, satisfaisant

[Tpes 05" < Ho(E)?- v/n+ 1.

Démonstration. Commengons par la deuxiéme option, qui est la plus simple. On
consideére les points p; définis comme py mais avec le 1 en i-eme position; on peut
certainement choisir un i tel que p; ¢ E. On pose alors

(n—+1)%/2
disty (p;, E)?

ce qui a un sens car le dénominateur n’est pas nul, et on a bien &, > 1. Par ailleurs,
on a

YVoes§,

v =

[T disto(pi, E)* < [ disto(ps, E)* = Hy(E) ™

veS veMj
vu l'expression de la distance a un hyperplan. On applique alors le corollaire
précédent au plongement déduit de ® en échangeant les coordonnées d’indices i
et 0, ce qui ne change aucune des quantité en jeu.
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Pour la premiere option, soit L = [pXp + - -+ + [, X, une équation de E. Pour
chaque place v, on note 7, un indice tel que |J; |, soit maximal, de sorte que |/;, |, >
1Ll (n + 1)~%/2. On a immédiatement dist, (E, p;,) > (n+1)~%/2.

On définit maintenant pour chaque i un ensemble de places

S; = {v € S telle que dist,(E, p;,) > (n+1)7%/2}

Le paragraphe précédent montre que S = So U - - - U S;,. (Cette réunion n’est pas
nécessairement disjointe, mais il n’est pas utile qu’elle le soit.) On associe a chacun
de ces ensembles le nombre réel 0; =} ,c 5, AvAy OU Ay désigne comme d’habitude
le degré local en v divisé par le degré global. Par hypothese,onal =}, s AvAy <
Y.iio0i, or cette somme comporte au plus s = min(n + 1,Card §) termes non
nuls, donc il existe (au moins) un indice i tel que 0; > 1/s. On fixe un tel indice,
désormais désigné par i.

On note alors S’ = §; et, pour tout v € §’, on pose A, = A,/0; pour avoir
Y oes AMAy = 1. Enfin, on pose € = e0; de sorte qu’on a

diSt 1 ,E 2 Y
(n zr(lil)vav/gHﬂxi) M voed.

(n+1)"%/2Hy(x;) " <
On considere pour finir le plongement @’ obtenu a partir de ® en échangeant
les coordonnées d’indices i et 0, ce qui n’a aucune incidence sur la distance ni la
hauteur. On peut alors appliquer le corollaire 2.7.2 page 83 avec le plongement
©’, le réel ¢, I'ensemble de places S’ et les poids Al, car ses hypotheses sont
impliquées par celle du présent corollaire compte tenu de la comparaison ci-dessus
et du fait que ¢ > ¢/s. O

2.7.2 Hypersurfaces

Pour se ramener au cas précédent, on utilise un plongement de VERONESE re-
modelé, tel que défini dans [Jadg6, p. 14] ou [Rémo1a, p. 102], dont on rappelle la
définition (sur les coordonnées homogenes) :

xa: P — P"

(X010 x0) = ((9)

172,
x )a
n—+d

oun’ = ("]%) — 1 et a parcourt 'ensemble des (1 + 1)-uplets d’entiers de longueur
d. L'intérét de ce plongement par rapport au plongement de VERONESE classique
réside dans le fait qu'on a, aux places archimédiennes:

2o = (; WE i“)m = |

d
HXd(x> 2,0
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2.7 Déduction du cas général

d’apres la formule multinomiale. Par ailleurs, pour chaque place ultramétrique,
si 'on choisit un indice k, tel que |xy,|, soit maximale, il n’est pas difficile de
constater que x,”clv est une coordonnée de x;(x) qui est aussi de valeur absolue

maximale. On a ainsi

g/v Vo . (2.69)

1Xa(xX)]l50 = [Ix
Dans les estimations de normes et hauteurs a venir, on aura aussi besoin du lemme
suivant.
Lemme 2.7.4. Soient n et d deux entiers et & € N"*! tel que ag + - - - + , = d. Pour

-1/2 . .
toute place v d’'un corps de nombres contenant (° , on pose 8, = 1 si v divise un
4 [
premier inférieur ou égal a d et 0 sinon. On a alors

d
o
De plus, cette valeur absolue vaut 1 si v divise un premier strictement supérieur a d.
Par ailleurs, on a Y, A,6,, < 1.26d/logd. En particulier si on note b le vecteur dont

-1/2 ,
g d5vn/2 .

%

-1/2 .
les composantes sont les (z) quand « varie, on a heo(b) < dn.

Démonstration. Le cas des places archimédiennes est clair. Pour les places finies,
on note p tel que |- |, prolonge [-[, et on utilise la définition du multinomial
en termes de factorielles et la formule (de LEGENDRE) donnant la valuation d’une

0 (( >)— E JE— — _ A — _
p Q 191 F)l ]91

qui donne immédiatement le cas d’égalité, car la somme est vide si p > d. Par
ailleurs, chacun des termes vaut au plus n donc en sommant sur i on a Up((i)) <
n logp(d) qui donne bien l’estimation de valeur absolue annoncée.

La somme pondérée des ¢, est par définition le nombre de premiers inférieurs
ou égaux a d, qui est au plus 1.25506d/ logd d’apres le corollaire 1 page 69
de [RS62]. L'estimation de hauteur annoncée en découle immédiatement. O

Le lemme suivant précise 1'effet d'un plongement de VERONESE remodelé sur les
différents parametres en jeu dans notre situation.

Lemme 2.7.5. Soient ®: A — P" un plongement projectif et F une hypersurface de P",
de degré d. On note x le plongement de VERONESE remodelé de degré d, qui va donc de
P" dans P" oi n' = ("}?) —1, et ® = x 0 ®. Dans ce plongement, l'image de F est
découpée par un hyperplan E et on a:
(i) he(E) < hye(F) +dn;
(ii) dist, e (x, E) < dist,o(x, F) - d%/2;
(lll) hZ,@/(X) = hz,@(x) . d,‘
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(iv) degg A = deggy A-d$;

(v) he(A) < d8Thye(A) + 2481 (g +1)(degg A) log(n +1);
(vi) by = Co - d;
(vii) cey = Co -d + 2dn

oit les deux derniers points signifient qu’il s’agit de valeurs acceptables pour pour ces
constantes (les valeurs optimales pouvant étre plus petites). Par ailleurs le cardinal N de
I'ensemble de cartes introduit a la section 1.5.4 page 13 est inchangé.

Démonstration. On utilise la remarque de [Rémoia, p. 102] pour interpréter les
distances et hauteurs dans le plongement de VERONESE remodelé comme des dis-
tances et hauteurs d’indice (4, ...,d) dans le plongement initial.

On trouve alors les comparaisons de degré et de hauteurs qui nous intéressent
dans [Phio1, p. 85-86]: les points (iv) et (iii) page précédente en découlent direc-
tement et le point (vi) est une conséquence immédiate de ce dernier (pour le-
quel ou pouvait aussi utiliser (2.69) en fait). Par ailleurs, la référence citée donne
hpe (A) = d8 1 hpe(A) (en notant hp la hauteur utilisée dans cette référence), dont
on déduit le point (v) en comparant les hauteurs utilisées grace a (1.6):

he (A) < hpe (A) + (g +1)(degg A) log(n' +1)
< dthp,@(.A) + dgH(g +1)(degg A)log(n +1)
<d

8y o (A) + 2481 (g + 1)(degg A) log(n + 1) .

Pour (i) page précédente, pour chaque place, introduisons un point y, € F tel
que dist, @ (x, F) = dist, e(x, yy) ; par définition on a dist, g/ (x, E) < dist, e (¥, ¥o).
Pour majorer cette derniere quantité, aux places infinies on utilise la premiere
formule en haut de la page 89 de [Phio1] qu’on interpreéte ainsi:

distU,@/(x, yv) = \/1 — (1 - diStv,Q(xl yv)Z)d

On conclut en appliquant I'inégalité élémentaire 1 — (1 —z)? < dz avec z =
dist, (x,5)% Aux places finies, on se base sur la définition de la distance: aux
dénominateurs on utilise (2.69) et au numérateur on voit facilement par le méme
type d’argument que |x(x) A x(v)||, < ||x Ayl|, de sorte que dist, e (x,1s) <
dist, e (x, y») comme annoncé.

Pour la hauteur de E, on remarque pour commencer que les résultats de [Phioz,
p- 85-86] utilisés ci-dessus ne s’appliquent pas, car ce dernier n’est pas I'image de
F dans le plongement; en fait on a x(F) = E N x(P"). Fixons plutdt une équation
de F dans le plongement initial: c¢’est un polyndmes homogene de degré d en
X = (Xo,..., X,) mais on peut aussi le voir comme une forme linéaire en Z =
(Zy)a (o & parcourt I’ensemble des (n + 1)-uplets de longueur d), en faisant le
changement de variable Z, = X*. On note L = ) [,Z, la forme linéaire obtenue,
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2.7 Déduction du cas général

. /2 . : ‘4 .
puis L' = l,x(i) Z,. Par construction, L’ est bien 1’équation dans le nouveau
plongement d’un hyperplan E contenant x(F). Par ailleurs, le lemme précédent
donne l'estimation de hauteur annoncée.

Pour chaque (a,b,) on considere la famille (L ,(fb@w)k o, donnée par la sec-

tion 1.5.4 page 13. Pour tout B € N"*! de longueur d, on regarde JT{_,(L ku M))ﬂk,
qui est une forme bihomogene de bidegré (2da?,2db?) en (X(1), X(2)), comme une
forme bihomogene de (2a%,2b?) en la famille des mondmes de bidegré (d,d) en
(XM, X2)), image qu’on note provisoirement Kg. La famille (Kg)g représente le

morphisme (x,y) — ax — by sur l'ouvert  dans le plongement ©'.

La famille correspondante dans le plongement remodelé, notée (Lga/l;a )) g, s'en

déduit en multipliant chacun des coefficients de Kg par un mondéme de degré

- 1/2
2(a% + b?) en les () 12 puis en multipliant la forme obtenue par (‘g) 2, D’apres
le lemme précédent, on a donc

b d 1/2 2 2\ 5/
1L o < 1)L, - L@ - a5,

puis en sommant sur f3:
LGl < (1 + 1) - [[Liabn)|[|F . gn@ )% < catb

! .
en posant Cgr, = C3 - (n+1)%%/%. "% (I'exposant de n + 1 n’est pas optimal
ici mais sera utile au paragraphe suivant).
Par ailleurs, on sait que si x désigne des coordonnées homogenes d'un point de
. ; d
P" et x' 'image de ces coordonnées par x, on a en toute place [|x'[|,, = [|x[5,-
Ainsi, vu les définitions ci-dessus, on a

b, d
1LY ), (HL(“ " (x, y)\\20>

242 2b2 242 2b2
121125 1y [12,0 oyl

112
puis, en utilisant des comparaisons classiques de normes:

b, b
LS () - LS ()
242 212 = 242 2b2
12155 11117 11155 111155

L a,b,’y) )
s (B o

(ab, )
N (W D (x,y rrw<n+1)<az+hz+l/2>5v>

242 2b2
(1% Il 115

—d(a?+b? (2012
> (Couln-+ D) 6 5 o9,

( /+1)7(a2+b2)5v

d

d




2 Inégalité de VoyTa

En utilisant a nouveau le lemme précédent il vient
5
Coy =Co - d—+ Edlog(n + 1) + 1.26dn

dont le dernier terme se déduit en remarquant que 3 log(n+1)/n < g log3 < 0.69
car n > 2. OJ

Corollaire 2.7.6. Soient ®: A — P" un plongement projectif, F une hypersurface de

P" de degré d et ¢ > 0 un nombre réel. 1l n’existe dans A(Q) aucune famille de points
X1,...,Xm avec m = g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < dist,(x;, F) < ay tHy(x;) ™™ Yo e S

2 4 N8 (95
h(xq) > 7C4,®A:(51+m)n,:m(21+1)

d
A R -
h(xi) > h(xi1) -4mA§me:m+1(21+l)

1 8 Wl’zg
cos(xj,xj) > 1— (86N : 58ds)

avec

Az = max((d® deg A)™, 5m* (86N - 58ds e ) R 8 deg A, (V2mg)™s) (2.70)
cs0 = dmax(déhi(A), ce, o) + (g+ 1) deg A(d8hy(F) + n(d +1)"log(d + 1))

et au choix :

(i) s = min((“1"),Card S) et &, = (d(djg”)s)&“/z; ou bien

n
(i) s = 1et (ay)o une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, satisfaisant
Toes ao” < Hi(F)2 e,

Démonstration. On considere le plongement ®' et I'hyperplan E fournis par le
lemme 2.7.5 page 87 précédent et on prévoit d’appliquer le corollaire 2.7.3 page 85
dans ce cadre avec ¢ = ¢/d comme exposant d’approximation. Il s’agit donc de
vérifier que nos conditions impliquent celles du corollaire en question.
Concernant I’hypothese d’approximation, avec le premier choix pour (s, «),
(d(d+n)3) T2 H, o (x;) M - 42

n

distv,@/(xi, E) < diStU,@(x,‘, F) - d%/?

ce qui justifie le choix fait pour ¢'.
Avec le deuxiéme choix, si I’on note &’ la famille du corollaire 2.7.3 page 85, on
voit qu'il s’agit de poser a, = a/, - d%/2. On a alors
1/2
H aﬁy < d1/2 H uc; < dl/sz@/(E)2(Tl/ + 1)1/2 < dl/ZHL@(F)ZeZdn(dJrn)

n
veS veS
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qui donne bien la majoration annoncée.

On adapte alors les constantes pour tenir compte des variations de degrés, hau-
teurs et dimension ambiante ainsi que du choix de e. Détaillons le cas de c4@. En
utilisant abondamment le lemme précédent, on a

he (A) +hie(E)(g +1)degg A
<A Mhe(A) +(g+1) degg A(zdé’+1 log(n +1) +d8 (hy,e(F) + dn))

puis
5 5
cor + Ehl’@(E) < dce + 2dn + E(hl,@)(F) +dn)
et

1 1
Cor + I’lz/@/(E) + E lOg(Tll + 1) < d@@ + h1,@<P) +dn+ Edlog(n + 1)

ce qui prouve que

c3@ < max (dgﬂhl,@(A) + d8(g+ 1) degg A(h1,0(F) + 3dn),

5 9 3
dce + §h1,®(F) + Edn, dée + M e(F)+ Edn, n(d+1)"log(d + 1))

< dmax(dghL@(A),c@, 5@)
+ (g+1) degg A(d8hy,0(F) +n(d +1)"log(d + 1))

en prenant le maximum terme par terme, assez largement pour le dernier.

La condition suivante vient alors en remarquant que la hauteur normalisée est
multipliée par d en changeant de plongement. Enfin, les rapports de hauteurs
normalisées et les angles dans 1’espace de MORDELL-WEIL étant invariants sous
le changement de plongement considéré, les deux dernieres conditions sont in-
changées. On peut donc appliquer le corollaire 2.7.3 page 85 comme prévu et
conclure. O

2.7.3 Variétés quelconques

I s’agit de choisir une hypersurface contenant la variété et ne passant par aucun
des points considérés, puis de lui appliquer le corollaire précédent. Le lemme
suivant donne un choix possible d’hypersurface de degré et hauteur controlés.

Lemme 2.7.7. Soient V une sous-variété de P" de degré d et de dimension u, et x1,...,Xp
des points dans P"(Q) \ V(Q). Il existe une hypersurface F de P" contenant V mais aucun
des x;, de degré deg V et de hauteur

hi(F) < hi(V)+ (u+2)(d+n+1)log(d + 1) +log(m/2) .
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Démonstration. On se base sur la proposition 6.1 (p. 543) de [Rémooa], qui fournit
une famille de formes Py, ..., P; de degré d définissant V (ensemblistement), avec
une variante: si d = 1 on choisit pour M (dans les notations de la preuve de loc.
cit.) 'ensemble des matrices dont les coefficients sont 0 ou 1, de sorte que pour
tout d on a

s = Card My < (d + 1)+ (1)

Par ailleurs, on utilisera plutot les hauteurs /4, pour lesquelles on obtient la majo-
ration suivante
hl(Pi) < hl(V) + (M + 1)d10g(d + 1)

en remarquant que les P; sont une spécialisation de la forme de CHOw de V en des
points (formes linéaires) de hauteur H; au plus d + 1: au plus deux coefficients
non nuls, tous deux entiers et de valeur absolue au plus max(1,d/2).

Si m = 1, il suffit de choisir un P; ne s’annulant pas en x;. On suppose donc
désormais que m > 2.

Pour chaque i € {1,...,m} on fixe un j; tel que P;,(x;) # 0. On considere alors
le polyndéme P € QITy, ..., Ts| défini par

P = ﬁ(Pl(xi)Tl oo B(x0)Ts)
i=1

1

qui est donc homogene de degré m et n’est pas le polyndme nul, car aucun
des facteurs n’est nul et I'anneau ambiant est integre. On peut donc choisir un
point A € Z° avec [A;| < m/2 en lequel P, qui est homogene, ne s’annule pas
(voir [Rémoob] avant la proposition 4.1 page 115).

On pose alors Q = APy + -+ - 4+ AsPs et F = Z(Q). Par construction, il est clair
que F est de degré d et contient V mais aucun des x; (en effet, [T, Q(x;) =
P(A) # 0). Par ailleurs, h1(A) < logs + log(m/2), ce qui donne immédiatement

hi(F) <m(V)+ (u+1)dlog(d+1) + (u+2)(n+1)log(d + 1) + log(m/2)
qui implique l’estimation annoncée. ]

Corollaire 2.7.8. Soient @: A — P" un plongement projectif, V une variété de P" de

degré d et de dimension u, et € > 0 un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille
de points x1, ..., X, avec m > g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < disty(x;, V) < a;lHQ(xi)’/\”g YoeS

i 4 1 mg .
h('xl) > HC4,®A§1+HI)HIZM(21+1)

~ R ng ‘
h(xi) > h(xl'_l) . 4mA§mH1:m+1(21+1)

1 8 ””fg
x> 11— —
cos(xi,x;) > 1= (86N-58ds>
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2.7 Déduction du cas général

avec A3 comme en (2.70),
5,0 = dmax (d®hy(A), co, o) + (g+1) degA(n(d +1)"log(d+1)
+d8(h (V) + (u+2)(d+n+1)log(d +1) +1og<m/z)))

et au choix :
(i) s = min((“1"),Card S) et a, = (d(d:”)B)

(ii) s = 1et (ay), une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, satisfaisant
2
TToes @5° < Hy (V)2 - (d 4 1)2004D(dne1) m2  g3dn,

50/2 .
“" - ou bien

Démonstration. Découle immédiatement du corollaire 2.7.6 page 9o appliqué a 1'hy-
persurface produite par le lemme précédent. O

On énonce maintenant une version du précédent corollaire avec des constantes
légérement simplifiées.

Corollaire 2.7.9. Soient @: A — P" un plongement projectif, V une variété de P" de
degré d et de dimension u, et 0 < ¢ un nombre réel. Il n'existe dans A(Q) aucune famille
de points x1, ..., Xy avec m > g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < disty(x;, V) < a; 'Hy(x;)) ™™ YoeS

V)
( 1) > C5 @A ng)m?
< Z) > h(xl 1) Ai2Mg)n18
1
cos(x;, xj) > 1— e
avec
co = (86N - 5%dse )7 s
Ay = c6((V2mgd)3 deg A)"
5,0 = dmax (d®hy(A), co, o) + (g+1) degA(n(d +1)"log(d + 1)
+d8(h (V) + (u+2)(d+n+1)log(d+1) + log(m/2))>
et au choix :

(i) s = min((“1"),Card S) et a, = (d(dj;”)?))&”/z; ou bien
(i) s = 1et (ay)y une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, satisfaisant
oes [X?v < Hl(V)z (d+ 1)2(u+2)(d+n+1) . mT2 . eddn

Démonstration. La définition de c5@ n’a pas changg, elle est simplement rappelée
pour référence, et I'apparition de cs ne change rien. La définition de A4 a été
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simplifiée en observant que 5m?>deg A < (deg.A)"(v/2mg)™$ compte tenu du
fait que m > 2 et deg A > 3 (c’est évident pour m assez grand et on le vérifie
numériquement pour les petites valeurs).

On montre maintenant que [T, (2i + 1) < 1(2mg)"s. C’est clair si g = 1 et
dans le cas contraire on remarque qu’il s’agit d’un produit de mg — m + 1 facteurs
tous inférieurs & 2mg sauf le dernier qu’on regroupe avec le premier car (2m +
1)(2mg +1) < (2mg)? pour g > 2 (et donc m > 3).

On en déduit que la deuxieme condition ci-dessus implique celle du corollaire
précédent en remarquant que 3 < A}/* puis que (1+ )T (2i +1) + 1 <
(2mg)™8. On procede de fagon similaire pour la troisi¢eme condition en remarquant
que cette fois le produit dans 'exposant commence a i = m + 1. O

Signalons enfin qu'une version simplifiée de I’énoncé précédent, dans le cas ou
A est plongée dans P" par un plongement de MuMFORD modifié associé a une
polarisation principale, est donnée par le corollaire 4.4.1 page 125.
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3.1 Enoncés principaux

On prouve ici deux inégalités de MUMFORD explicites: la premiere dans le cas
particulier ott V est un translaté d’une sous-variété abélienne de .4, la deuxieme
dans le cas général. A part étre plus simple & démontrer et servir d’échauffement
pour le cas général, la version particuliere présente deux intéréts majeurs: elle
s’énonce sur Q sans devoir se restreindre a un sous-groupe de rang fini de .A(Q)
et les constantes obtenues y sont sensiblement meilleures.

Par ailleurs, on renvoie a la remarque 1.5.7 page 18 pour le sens a donner a la
condition d’approximation dans les énoncés suivants.

Théoreme 3.1.1. Soient B une sous-variété abélienne de A et V un translaté de B par
un point algébrique; on note d = deg BB et u = dim B. On choisit ¢ > 0 puis ¢ > 0 et
p > 0 tels que

2

p- <&
4+p¢+2cp\2d- (3.1)

Si x et y sont deux points de A(Q) tels que
<

0< distv(z V)< Ha(z) ™ YoeS oitzestxouy (3-2)

fi(x) > d(u +1) (log(d) + 2+ 2)6@ +205+11log(n+1))  (33)
cos(x,) > 1 (4)
h(x) <h(y ) (1+p)h(x) (3-5)

alors x —y € B(Q).

On remarquera que la conclusion obtenue est plus faible que celle qu’on pour-
rait attendre naivement, a savoir x = y, qui ne semble pas accessible pour le
moment. Cette obstruction sera discutée plus en détails a la section 4.1 page 113.

Pour le cas général, I'énoncé est le suivant.

Théoréme 3.1.2. On suppose A plongée dans P" par un plongement de MUMFORD modi-
fié associé a une polarisation principale. Soit V une sous-variété de A; on note d = degV
et u = dim V. On fixe un sous-groupe I C A(Q) de rang fini r, puis on pose

2

5(u+1)
m= (23*1%d) "V 4
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3 Inégalité de MUMFORD

oit hY est définie par (1.12). On choisit alors € > 0 puis ¢ > 0 et p > 0 tels que

‘f+p¢+2¢<m. (3.6)
Six1,...,xm est une famille de points de I telle que, pour tous i et j entre 1 et m:
0 < dist,(x;, V) < Ha(x;) ™™ VoeS (3.7)
h(xy) > %d’”*l (2m) 1)U+l (m (V) +4dm(logd + cp + e@)) (3.8)
cos(x;, xj) = 1— (3-9)
hi(xem) < h(xi) < (14 p)h(xm) (3.10)

alors il existe une sous-variété abélienne B C A dont un translaté est contenu dans V et
deux indices distincts i et j tels que x; — x; € B.

La conclusion de cet énoncé n’est peut-étre pas la plus forte qu’on puisse obtenir,
voir la section 3.7 page 111 pour un énoncé conjectural plus fort.

Avant d’attaquer les preuves proprement dites, on démontre une inégalité de
L1ouvILLE, qui est intéressante en elle-méme et sera un ingrédient crucial dans
les inégalités de MUMFORD, puis on explicite quelques aspects métriques des opé-
rations de A: cette étape sera utile non seulement pour la preuve des inégalités
de MUMFORD, mais aussi pour expliciter 1’obstruction a la version naive de cette
inégalité.

Une fois réunis ces ingrédients techniques, on peut conclure directement dans
le cas des translatés de sous-variété abéliennes; pour le cas général, on étudie au
préalable un morphisme « des différences » qui joue un role central dans la preuve.

3.2 Inégalité de LiouviLLE

On établit ici ’analogue suivant de la classique inégalité de LIOUVILLE.

Proposition 3.2.1. Soit V une sous-variété de P", de dimension u et de degré d. Pour

tout point x € P"(Q), on a soit x € V(Q) soit

1
dist, (x, V)2 > ,
[ Ldistobe V)™ > G Gyt iy (v) Hy o)

ot S est un ensemble fini quelconque de places d'un corps de nombres k contenant x, et

Ay = [kv : Qv]/[k : Qv]

Ce type d’inégalité se prouve de fagon naturelle avec la distance algébrique (sec-
tion 1.6 page 18). Cependant, si 1’on traite directement le cas général en utilisant la
définition, on obtient d(u 4+ 1) comme exposant de Hy(x). On commence donc par
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le cas d'une hypersurface, ot la distance algébrique admet une expression plus
simple, puis on remarque que toute variété est une intersection d’hypersurfaces.

On pourrait se ramener au cas d'un hyperplan, ot la distance admet une ex-
pression simple, par un plongement de VERONESE (remodelé) comme dans le
lemme 2.7.5 page 87, mais on obtient en fait de meilleurs constantes en utilisant la
propriété 1.6.6 page 25.

Lemme 3.2.2. Soit V une hypersurface de P", d’équation F et de degré d. Pour tout point

x € P"(Q), on a soit x € V(Q) soit

1
(17/8)4(n + 1)3/2 Hy(F) Hp(x)4

[ ] disto(x, V)2 >
veS
Démonstration. Plutdét que la proposition 1.6.6 page 25, on utilise en fait I'inéga-
lité (1.18) établie au cours de sa preuve afin d’éviter une comparaison norme-
mesure superflue. On remarque également qu’on peut supposer m = 1 dans cette
comparaison. On a alors:

H dist, (x, V)A” > H dist, (x, V)A"

veS veM(k)
—8
27 164\ |F(x)|
> |1 (26(n+1)3/2 <81) ) —T
veM(k) 1x[12,01F 2,

qui implique le résultat annoncé, via une simple comparaison numérique pour la
constante. O

Démonstration de la proposition 3.2.1 page ci-contre. Si x & V(Q), la proposition 6.1
de [Rémooa] donne une forme F homogene de degré d, contenant V mais pas x,
telle que

Hy(F) < Hi(V) - (d + 1)
en tenant compte des différences de hauteurs utilisées, comme observé dans la

preuve du lemme 2.7.7 page 91. Il suffit alors d’appliquer le lemme précédent a
Z(F) et de remarquer que 17/8 - (d + 1)? < (3d)? pour conclure. O

On déduit de l'inégalité de LiouviLLE le corollaire suivant, qui montre que
dans notre étude des approximations exceptionnelles de hauteur assez grande,
on pourra supposer ¢ < d + 1.

Corollaire 3.2.3. Soit V une sous-variété de P", de dimension u et de degré d. 1l n’existe

aucun point x € P"(Q) tel que
0 < [ disto(x, V)% < Hy(x) ¢ (3.11)

veES

Hy(x) > (n+1)%2(3d)"* ) Hy (fv) (3.12)
poure >d+1.
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Démonstration. Un tel point contredirait directement la proposition 3.2.1 page 96.
O

3.3 Comportement métrique des opérations

La situation d’approximation considérée met en jeu plusieurs types de géomé-
trie sur A4 : la géométrie euclidienne de son espace de MORDELL-WEIL, la géomé-
trie algébrique et projective de la variété plongée, une géométrie métrique, locale,
en chaque place de S. On s’attend a ce que les métriques locales sur A se com-
portent de facon agréable vis-a-vis des structures géométrique et arithmétique, par
exemple que les opérations soient uniformément continues, voire lipschitziennes.

On montre ici que c’est bien le cas et on explicite une valeur admissible pour
la constante de LipscHITZ en fonction des constantes introduites a la section 1.5.4

page 13.

Proposition 3.3.1. Pour tous x, x', y, y' dans A(C,), ona:
. o Y . ! . ! ! 2 5\ %o
dist, (x — y,x’ — y') < max(dist, (x,x'), dist, (v, ) - (C,)* (5V2(n +1)°)" .

Démonstration. On considere le plongement de SEGRE s: (P")2 — P" avec n’ =
n? 4 2n. D’apres le lemme 4.3 (p. 121) de [Rémoz1a], appliqué avec g = 2 et d =
(1,1), ainsi que le paragraphe 2.3 (p. 103 notamment) de cette référence donnant
le lien entre indices (d'une forme de CHOW ou, par extension, d'une distance) et
plongements de SEGRE (et de VERONESE remodelé), on a

. / /!
L < dist, (s(x,x'),s(y,y')) < 202
max (dist, (x, x’), disty (v, "))

(3-.13)

dans le cas oul le dénominateur est différent de zéro (dans le cas contraire, on a
x = x" ety =y’ et le résultat est immédiat).

Si l'on note z = s(x,y) et 2/ = s(x/,y’) les images dans ce plongement, et ¢ le
morphisme de soustraction vu comme allant de S(.AZ) dans A, ott A est comme
d’habitude identifiée a son image dans P" par un plongement fixé, on est ainsi
ramené a montrer que

dist, (£z, ¢z') < disto(z,2') - (Co,)* (5(n + 1)5)5” (3.14)

en appliquant (3.13). On peut donc supposer dist,(z,2') < (Cg,) 2 (5(n +1)°) 0
car sinon l'inégalité précédente est banale.

On note alors F une famille de formes représentant la soustraction au voisinage

de z, donnée par le lemme 1.5.3 page 14, mais on regarde chaque élément de cette

famille non pas comme une forme sur (P")?, mais comme une forme sur P, qui
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3.3 Comportement métrique des opérations

est donc de degré 2. Ceci ne change évidemment aucune des autres propriétés
données par le lemme cité, en particulier (1.11) donne immédiatement

F(z F(z
|| ( )2||2,U 2 H ( )ZHLU (n/_|_1)—év 2 (C/®,U)—1(n/+1)—¢57, ) (315)
12112,0 [y

On va utiliser un développement de TAYLOR au voisinage de z de chacune des
formes de la famille F pour montrer que |F(z')|,, n’est pas trop petit devant
|F(2)|l,, (donc en particulier, que F représente également la soustraction au voisi-
nage de z'), puis que ||F(z) A F(z')||,, nest pas trop grand devant ||F(z) H%v

L’hypothese faite sur la distance permet d’appliquer le lemme 1.6.4 page 21 a z
et z’ (en remplagant 1 par n’ = n? + 2n) et donc de supposer, quitte & renuméroter
les coordonnées, que zo = z{ = let ||, < (' 4+1)%/% ainsi que |z,, <

(2vn' + ) . Le développement de TayLOR de F s’écrit alors:
1 PF , ,

1<i<n’ 1<i,j<n’

Ri Rl']'

On remarque alors que |z; — z;|, < [[ZA 2], < [1z]|5,11Z]l5, dists(z,2'), ce qu'on
utilise, ainsi que (3.15) et I'hypothese faite sur ||2'[|,,, pour estimer R;:

IRillo0 < 2 [IElll20l1zll2 - 12l155]12' I, disto(z,2')

< 259(Chy (1 + 1) [F(2) | (1 + 1)/ sty (z,2)
En sommant et en se souvenant que n’ + 1 = (n + 1)?, il vient immédiatement
I Rillyy < (Con)2(201 + 1) "I|F(z) |, dists(z,2)
De méme (en utilisant de plus I'hypothese sur ||z[[, ), on obtient successivement:
8 .
IRijll2,0 < (Cop)* (2(n+1)°) ™ [[F(2)l],, disto(z,2')?

<
1Y Rijllan < (Coo)?(2(n+1)°) || E(2) |, disty(z,2')?
< (Cho)2(2(n+1)4/5)” || F(2) |5, distu(z, )

en utilisant I’hypothese sur la distance pour la derniere ligne. Au final, en utilisant
a nouveau cette hypothese, on a:

12 S
N Ri+ ) Rill,, < |F(z ||z,v-(Céa,v)2(5-(n+1)5> dist, (z,2')

<(2) 1,
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3 Inégalité de MUMFORD

Les inégalités triangulaire aux places infinies et ultramétrique aux places finies
donnent alors ||F(2')l,, > (1/2)%|F(2)]|,,- Afin d’estimer la distance, il reste
a majorer ||F(z) A F(z')],,. Pour ce faire, on développe le second facteur, on re-
marque que le premier terme du produit est nul et on majore brutalement le terme
restant par le produit des normes; il vient ainsi :

_ EGE) AEED [,
F@) 0 F(Z)]la,

IF(2) ]2, IZRi + X Rijll 0
= F@ g IE @)1, - 27%

24 %
< (Chyp)? <5 “(n+ 1)5) dist,(z,2)

dist, (&(z),&(2'))

qui donne bien (3.14) et acheve la preuve. O

Scolie 3.3.2. La proposition 3.3.1 page 98 reste vraie en remplagant la soustraction par
I'addition et Cg par Ce.

Démonstration. Au lieu des formules de soustraction données par le lemme 1.5.3
page 14, on utilise les formules d’addition données par le lemme 1.5.2 page 14
appliqué avec (a,b) = (1, —1). Le reste de la preuve est inchangg. O

3.4 Cas des translatés de sous-variétés abéliennes

La stratégie de la preuve est la suivante: si on a deux approximations excep-
tionnelles, suffisamment proches dans l’espace de MORDELL-WEIL et de hauteur
assez grande, on fabrique (en prenant leur différence, sous I’hypothese que V est
un translaté du sous-groupe B) une approximation de B de qualité telle qu’elle
contredit I'inégalité de L1IoOUVILLE a moins d’appartenir a 5.

Lemme 3.4.1. Soient x et y dans P"(Q), on note z = x — . Si x et y satisfont a (3.2) et
a l'inégalité de gauche de (3.5), on a

[ ] disto(z, B)* < e h(x) . gtfo . 5v2(n+1)%(Ch)?.

veS
Démonstration. Soit 7 > 0 un réel; en chaque place v, il existe des points x, et v,

dans V(C,) tels que dist,(x, V) = dist,(x, x,) + 7 et dist, (y, V) = disto(y,v,,) + 7.
Les hypotheses et une comparaison de hauteur donnent alors

max (disty (x, x},), disto(y, 1})) < exp(—Aveh(x) + Avelo) +11 .
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3.4 Cas des translatés de sous-variétés abéliennes

Comme V est translaté d’un sous-groupe B, on a x}, — y,, € B(C,), donc la propo-
sition 3.3.1 page 98 donne

dist,(z, B) < dist,(z, x, — v,,)
< (exp(—Aoeh(x) + Aveco) +17) - (Co)*(5vV2(n +1)°)" .
Cette inégalité étant valable pour tout 77 > 0, on a en fait
dist,(z, B) < exp(—Aveh(x) + Avelo) - (Ch o) (5v2(n + 1)5)5” .

On prend alors le produit sur v € S, en supposant (c’est le cas défavorable) que
S contient toutes les places archimédiennes, et la normalisation ) ,c5AoAy = 1
permet de conclure. O

Lemme 3.4.2. Soient x et y satisfaisant aux hypotheses (3.4) et (3.5) du théoréme 3.1.1
page 95, notons z leur différence. On a alors hy(z) < (p2/4 +2¢ + pdp)hi(x) + Co.

Démonstration. On note (-, -) le produit scalaire et |-| = 1//(-) la norme dans
I'espace de MORDELL-WEIL. On remarque de plus que 1'hypothese (3.5) implique
lx| < ly] < (14 0)Y?|x| < (1+p/2)|x|. 11 vient alors:

h(z) = |x —y|?
=[x+ |y[* — 2(x, )
= (lyl — |x)* +2|x||y| (1 — cos(x,y))
2
< (B +2(1+8) k-
< ((0*/4) + 20 + pg) h(x)

et une simple comparaison de hauteurs permet de conclure. O

Démonstration du théoréme 3.1.1 page 95. Le lemme 3.4.1 page ci-contre donne, en
prenant le logarithme et en observant que 5v2 <9< (n+ 1)2 :
Y Aologdisty(z, B) < —eh(x) + eéo + 71og(n + 1) + 2cf - (3.16)
vesS
Par ailleurs, le lemme 3.4.2 et I'hypothese (3.1) donnent

hy(z) < (02/442¢ + pdp)i(x) + éo < %fz(x) +Co - (3.17)

Supposons maintenant que z ¢ B(Q) et montrons qu’on contredit (3.3). En effet,
l'inégalité de L1OUVILLE (proposition 3.2.1 page 96) appliquée a z et B donne

Y Ay logdisty(z, B) > —dhy(z) — Iy (B) — %log(n +1) — (u+1)dlog(3d)
veES

> —%fz(x) —dég — h(fs) — glog(n +1) — (u+1)dlog(3d)
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3 Inégalité de MUMFORD

ol la deuxieme ligne vient en substituant (3.17). En comparant avec (3.16), il vient:

%fz(x) < (B) + (u+1)dlog(3d) + (d + €)ée + 2c + 9log(n +1) .

Comme B est une sous-variété abélienne de A, sa hauteur normalisée est nulle
[Phig1, prop. 9]; ainsi, en utilisant successivement (1.6) et (1.7), on a

hi(B) < hp(B) +d(u+1)log(n+1) < éod(u+1)+d(u+1)log(n+1).

En substituant dans l'inégalité précédente, il vient:
%ﬁ(x) <d(u+1)(log(d) + (2 + 2)6@ +2c{ + 10log(n + 1) + log(3))

qui, en observant de plus que log(3) < log(n + 1), contredit bien (3.3), achevant
ainsi la preuve. O

3.5 Etude du morphisme des différences

Comme dans 1'énoncé du théoréme, on choisit V une sous-variété de A; on
note d = deg V et u = dim V. On supposera que u > 1 car 1’étude qui suit est sans
intérét sinon. Remarquons de suite qu’alors le degré de V est nécessairement au
moins 2, car si V était linéaire, elle contiendrait une droite projective, c’est-a-dire
une courbe de genre 0, or il est impossible de plonger une telle courbe dans une
variété abélienne.

Dans le cas des translatés de sous-variétés abéliennes, la preuve reposait sur le
morphisme

Sy ./42 — A
(x,y)—x—y.
Si V = z+ B, 'image de V? par ce morphisme est exactement B, qui a méme
dimension et méme degré que V et dont la hauteur est majorée en fonction de
celle de A. On montre alors que si (x,y) satisfait les hypothéses du théoreme, son

image est dans s;(V?), ce qui permet de conclure.
Dans le cas général, pour tout entier m > 2, on définit un morphisme

St A™ — AT

(X1, oy Xm) = (X1 — Xy e ooy X1 — X))

et on note Z = s,,(V™) plongée dans P, ott ' = (n+1)"' —1 par un plonge-
ment de SEGRE. Le but de cette section est de controler le degré et la hauteur de Z
dans ce plongement en fonction du degré et de la hauteur de V.

On commence par représenter localement le morphisme s, par une famille de
formes de degrés et hauteur controlés.
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3.5 Etude du morphisme des différences

Lemme 3.5.1. Pour tout x € V™, il existe une famille de n' + 1 formes multihomogenes
de multidegré (2,...,2,2(m — 1)) représentant le morphisme s,, sur un voisinage de x et
telle que [||S]||1,, < (Cg )™ " en toute place v.

Démonstration. La section 1.5.4 page 13 fournit, pour chaque i € {1,...,m — 1}
une famille de formes bihomogenes de bidegré (2,2) représentant la soustraction
de A? dans A au voisinage de (x;, x»), que I'on notera (L;(gl))ke{o,.,.,n}/ telle que

IILD]1,0 < Cg,,,- Pour chaque I € {0,... ,n}""! on pose
m—1 .
S(XM,..., Xm) = TT L (x®), x(m)
i=1

de sorte que la famille (S;); représente s, au voisinage de x et que deg$S; =
(2,...,2,2(m —1)). On a de plus [||S||l,o < (Ch,)™ " par les propriétés de la
norme L. ]

On en déduit immédiatement l’action de s,, sur la hauteur des points.

Corollaire 3.5.2. Pour tout x € V", ona

ho(sm(x)) < 4(m—1) max (ha(x;)) + (m—1)cg -
1<i<m
Démonstration. Vu le lemme précédent, les propriétés de la norme euclidienne
donnent

hz(S(x)) < hz(S) + 2h2(x1) + -+ 2h2(xm_1) +2(m - 1)h2(xm)
qui implique le résultat annoncé. ]

Ce corollaire sera utile pour estimer la hauteur de Z en passant par le minimum
essentiel ; pour l'instant nous devons commencer par estimer le degré.

Lemme 3.5.3. On a degZ < d" 2" m(m+1)u—1,

Démonstration. On note u’ = dim Z < mu et on choisit u’ hyperplans de P en
position générale, qu'on notera Ey, ..., E,, de sorte que F = [; E; est un ensemble
fini de points, de cardinal deg Z. On note donc F = {y1, ..., yp} et notre but est de
majorer p = deg Z.

Pour chaque j € {1,..., p}, on choisit un point x; € s,,'(y;) N V" et une famille
de formes (S;;); représentant s, au voisinage de x; donnée par le lemme 3.5.1.
Clairement, on peut choisir des scalaires A; tels que si, pour tout [, on pose S; =
Zle A;S;y, alors la famille S = (S;); représente s, sur un ouvert contenant tous
les x;; on fixe donc une telle famille S. Maintenant, pour chaque i € {1,...,u'},
on choisit une équation L; de E;, on pose L= Li(S) puis on note E; I'hypersurface
de (P")™ définie par L;.
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3 Inégalité de MUMFORD

Par construction, il est clair que pour tout j € {1,..., p}, la fibre s, ' (y;) N V™ est
une composante isolée de l'intersection V" N[, E;: en effet, les fibres sont deux
a deux d’intersection vide et les autres composantes éventuelles de I'intersection
sont celles provenant du lieu des zéros commun des formes de S, qui ne contient
aucune des fibres en question grace au choix de cette famille.

On introduit alors les notations suivantes (voir p. 364 et p. 362 de [Phi86]), pour
tout fermé X de (P")™ et tout multidegré dy, ..., dy:

SH(X;dy,...,dw) =Y H(Y;dy,...,dun)
Y

ou la somme est prise sur ’ensemble des composantes de X et

(dlm Y)

H(Y;dy,...,dy) = Z deg, Y d“l---df‘nm.

|a|=dim Y

On invoque alors la proposition 3.3, p. 365 de la référence citée pour obtenir
SH(V"N(Ei;2,...,2,2(m—1)) < SH(V"™;2,...,2,2(m — 1)) .
i

On remarque que le seul multidegré non nul de V" est celui d’indice (u,...,u) et
qu’il vaut 4", de sorte que l'on a

SH(V™;2,...,2,2(m—1)) = d" ((u >) 2mt (m — 1) < d™(2m)™ (m — 1)1

en majorant le coefficient multinomial qui apparait dans cette expression par
m™“~1 Par ailleurs, on a

p
SH(V"N(Ei;2,...,2,2( >Y H(s,,' (yj)NV;2,...,2,2(m—1)) > p
i j=1
(3.18)
d’apres le paragraphe précédent, ce qui acheve la preuve. O

On déduit assez aisément des deux résultats précédents une majoration de la
hauteur de Z.

Corollaire 3.5.4. Ona hi(Z) < (2h1(V)/d +5log(n + 1) + c)d"™ (2m) (m+Du+1,

Démonstration. 11 suffit de savoir majorer le minimum essentiel de Z en fonction
de celui de V, en vertu des comparaison suivantes, données par* le théoréme 3.1
de [DP98] :

u*(Z)deg Z < hp(Z2) < u**(Z)deg Z(dimZ + 1)

1. Cette comparaison est originellement donnée par le théoreme 5.2 de [Zhags], mais la référence
citée ici fournit le résultat avec des notions de hauteurs plus proches de celles que nous utilisons.
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3.5 Etude du morphisme des différences

ou u®*° désigne le minimum essentiel, défini en utilisant la hauteur hy pour les
points et hp est la hauteur projective.

Soit 7 > 0 un réel et notons F l'ensemble des points de x € V(Q) tels que
ha(x) < u*(V) + 5 ; par définition F est dense dans V, donc F™ est dense dans
V™ et s, (F™) est dense dans Z. On applique alors le corollaire 3.5.2 page 103 pour
majorer la hauteur des points de s, (F™) par 4(m — 1) (u**(V) + 1) + (m — 1)cg
et, cette majoration étant valable quel pour tout # > 0, on a

HES(Z) < 4(m =1 (V) + (m —1)ce

Il est alors aisé de passer aux hauteurs projectives grace a 'encadrement rappelé
ci-dessus ; on passe de plus aux hauteurs h; en utilisant (1.6):

m(Z) < hp(Z) + (dlmZ+1)(degZ)log(n +1)

<
< (p*(Z - 1)10g(n+1)>(dimZ+1)degZ

(
(4]4e +c®+log(n+1))(m—1)(um+1)degZ
( hp(V) +log(n+1) + c®>um deg Z

< (g

V)+4(u+1)log(n+1)+log(n+1)+ c@) um? deg Z
< (th(V) +4log(n+1)+ %log(n +1)+ %cb)u(u +1)m*deg Z .

La majoration annoncée s’en déduit en utilisant le lemme 3.5.3 page 103 et en
remarquant que u(u +1) <241, O

Nous avons maintenant tous les ingrédients utiles pour continuer la preuve de
I'inégalité de MumMrORD. Néanmoins, nous concluons cette section par une étude
des fibres de s,,, qui pourrait étre utile pour discuter d’améliorations éventuelles
de I'inégalité de MUMFORD.

Lemme 3.5.5. Pour tousm > 2etx € V", 0

m

s (sp(x)) NV = x+5(ﬂ(v— xz-))

i=1
ot 6: V — V™ est le plongement diagonal.

Démonstration. Soit y € s,,'(sm(x)), on a yy — xm = y; — x; pour tout i donc y =
X+ 0(Ym — xpm). Side plusy € V" on a y, — xm € N2 (V — x;). Réciproquement,
siz € NiL1(V —x;), il est clair que x + 6(z) appartient a V™ et a la méme image
que X par Sy. O
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3 Inégalité de MUMFORD

Notons Sy le stabilisateur de V, qui peut étre défini (ensemblistement) par

SV: m (V—x).

xeV(Q)

Ainsi, il est clair que chaque fibre contient un ensemble algébrique isomorphe a
Sy ; le lemme suivant montre que 1'égalité est atteinte pour certains points des que
m est assez grand.

Lemme 3.5.6. Posons M = 2d"“*' —d; pour tout m > M il existe (x1,...,xu) €

V™(Q) tel que Sy = N1 (V — x;).

Démonstration. En partant d'un V — x; pour x; quelconque, on va couper succes-
sivement par des V — x; choisis de sorte a faire chuter a chaque fois la dimension
d’au moins une des composantes de dimension maximale de l'intersection par-
tielle qui n’est pas une composante de Sy. Clairement, ce processus se termine et
I'intersection obtenue est Sy. ‘

Plus précisément, on note X; = ﬂf: (V — x;) le fermé de ZARr1sIk1 obtenu apres
j intersections. Pour nous aider a compter les composantes a chaque étape, on
introduit la quantité définie pour tout fermé X et tout entier D par:

SH(X,D) = Y_degY D4mY
Y

ot la somme est prise sur 'ensemble des composantes de X. Cette définition coin-
cide avec celle donnée p. 364 de [Phi86] et rappelée dans la démonstration du
lemme 3.5.3 page 103; on est ici dans le cas homogene c’est-a-dire p = 1 dans les
notations de la référence citée.

11 est clair que SH(X;,d) = SH(V,d) = d"*!. Par ailleurs, comme chaque X;
peut étre défini (ensemblistement) par des équations de degré au plus d, on peut
appliquer a ces équations la proposition 3.3 de la référence citée, ce qui garantit
que SH(Xj;1,d) < SH(Xj,d) et donne immédiatement par récurrence SH(X;,d) <
d"“*1 pour tout ;.

Par définition de SH, cette inégalité montre que pour tout k, le nombre de com-
posantes de X; de dimension u — k est au plus d1. On peut étre un peu plus
précis pour X; et voir que toutes ses composantes sont de dimension au plus
u —1 car V — x; n’a qu'une composante. Ainsi, en choisissant successivement les
x; de fagon a ce que V — x5, coupe strictement une des composantes de X; de di-
mension maximale parmi celles qui ne sont pas composantes de Sy, on voit qu’il
existe un j; < 1+ d? tel que X;, n’ait plus de composante de dimension u —1 a
part peut-étre celles de Sy, et en continuant jusqu’a avoir éliminé les composantes
indésirables de dimension 0, qu'il existe un j, < 1+d?+d®+- - +d" " tel que X,
n’ait plus aucune composante autre que celles de Sy, c’est-a-dire tel que X;, = Sy.
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3.5 Etude du morphisme des différences

Le nombre de points utilisés est alors

u—1 d
: < 2 l: u+1l < u+l
Ju+1<2+4d l;d 2+d_1(d d) <2+2(d d),

en utilisant le fait que d > 2.

Par ailleurs, on constate qu'une fois qu’on a choisi xy,...,xj,41 tels que X;, =
Sy, on peut rajouter des x; arbitraires pour i > j, +1 et on conserve 1'égalité
Sy =Mi(V —xi). B

On suppose désormais m > 2d"*! — d jusqu’a la fin de cette section. On peut voir
qu’il existe un ouvert dense de V™ ot (x3, ..., x;;) « définissent le stabilisateur » au
sens ci-dessus, car la condition correspondante est ouverte et le lemme précédent
affirme que l'ouvert n’est pas vide. On en déduit immédiatement que les fibres
de sy sont génériquement des translatés de 5(Sy ) ; en particulier dims,, (V") =
mu — dim Sy.

On peut alors préciser 1'estimation du degré de I'image:

dm

pmu—2dim Sym(m+1)u—1—dim Sy
deg Sy

deg Z <

En effet, on peut s’arranger pour que les s, (y;) NV apparaissant dans (3.18) soient
tous des translatés de J(Sy) et on voit assez facilement que tous les multidegrés
de 4(Sy) sont égaux a deg Sy, ce qui donne

. o _ (dimSV)! dim Sy _1\&m
H(5(Sv);2,...,2,2(m 1))_Zdegs‘,7a1!mam!2 (m—1)

|a|=dim Sy

— deg szzdimSV (m _ 1)dimSV

d’apreés la formule multinomiale.

Remarquons que les estimations ci-dessus peuvent étre obtenues sous une hy-
pothese plus faible: en utilisant un argument analogue a la démonstration de la
proposition 3.3 de [Rémooa], on peut montrer que la composante neutre de Sy
est la seule composante contenant 0 de N, (V — x;) sur un ouvert dense de V"
des que m > u. L'hypothese plus forte du lemme précédent donne par contre un
renseignement plus précis sur les fibres.

En revanche, notons que, méme en prenant m extrémement grand, il y aura
toujours des fibres de dimension plus grande que le stabilisateur : par exemple, il
est clair que s,,'(0) = §(V). Un autre exemple est celui ott V contient la somme
de deux courbes (non elliptiques) C; et C;: alors, pour tous x € C; ety € CJ, on
a sy, (sm(6(x) +y))NV™ D 6(Cy) +y, qui en général peut étre de dimension plus
grande que le stabilisateur.
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3 Inégalité de MUMFORD

3.6 Cas général

Dans toute cette section, on fixe m > 2 et une famille x = (x1,...,x,) € A(Q)"
(et non pas V™) et on note z = s,,(x). On suppose de plus u > 1 car sinon le
théoreme 3.1.2 page 95 est une conséquence directe du théoreme 3.1.1 page 95.
Les trois premiers énoncés sont des conséquences ou analogues directs de ceux de
la section 3.4 page 100.

Lemme 3.6.1. Sous les hypothéses (3.9) et (3.10) du théoréme 3.1.2 page 95, on a
ha(z) < (m —1)(0%/4+2¢ + pp)h(x) + (m — 1)¢o .

Démonstration. Pour chaque i € {1,...,m — 1}, on utilise le lemme 3.4.2 page 101
avec x = X, et y = x;, ce qui montre que ha(z;) < (02/4+2¢ + pd)h(xy) + Co. On
remarque ensuite que hy(z) = Z;-”:_]l hy(z;) pour aboutir au résultat annoncé. [

Lemme 3.6.2. Si x satisfait I'hypotheése (3.7) et la premiere inégalité de I"hypothese (3.10)
du théoreme 3.1.2 page 95, on a

[T disto(z, Z)% < e=H0n) . 0 (Ch)? - 5v/2m — 2 (n+1)°

veS

Démonstration. C’est une variante du lemme 3.4.1 page 100; la démonstration est
identique sauf pour 'étape finale. Pour chaque i € {1,...,m} et chaque v € S, la
définition de la distance permet de choisir un point y;, € V(C,) tel que

disty (x;, yip) = disty (x5, V) < exp(—)xvsfz(xm) + Apelo)

ot 'inégalité découle directement des hypotheses et d'une comparaison entre hau-
teurs. La proposition 3.3.1 page 98 donne alors

max diStv(xz‘ —Xm, Yiv — ym,v) < exp(_/\vgfl(xm) + )\v€6®) : (Cé,v)Z (5\/5(71 + 1)5)5U .
i

Or, d’apres le lemme 4.3, p. 121 de [Rémo1a] (interprété a la lumiere des remarques
p- 102 de la méme référence concernant le lien entre indices d’une distance et
plongement de SEGRE), en notant y, = (Y1.0,-- ., Ymo) € V"(Cy), on a

disty (5m (%), 5m(vo)) < (m — 1)‘57’/2 miax disty (X — Xm, Yio — Ymo) -

Or, par définition, le membre de gauche majore dist,(z, Z). On prend le produit
sur v pour conclure. O

Lemme 3.6.3. Sous les hypothéses du théoréme 3.1.2 page 95 (sauf x; € I, et en rempla-
cant la définition de m par I'hypothése plus faible m > g),ona z € Z.
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3.6 Cas général

Démonstration. Avant de commencer, remarquons qu'on peut supposer ¢ < d +
1. En effet, dans le cas contraire, le corollaire 3.2.3 page 97 s’applique car (3.7)
implique directement (3.11) et (3.8) implique trés largement (3.12), donc il n’existe
aucune famille satisfaisant aux hypothéses du théoreme.

On procede comme en page 101 pour la preuve du théoreme 3.1.1. Si z ¢ Z,
I'inégalité de L1OUVILLE (proposition 3.2.1 page 96) appliquée a z et Z donne, en
prenant les logarithmes:

Y Aylogdisty(z, Z) > —(deg Z)ha(z) — hi(Z) (3.19)

veES

— glog(n' +1)— (dimZ +1)(degZ)log(3degZ) .

On va maintenant estimer une par une les quantités apparaissant dans le membre
de droite. Le lemme 3.5.3 page 103 donne

(dimZ +1)log(3deg Z) < (mu + 1)(mlogd + mulog2 + (m + 1)ulogm + log3)

<u*(m+1)(mlog2+ (m+1)logm + log3)
+m?(u+1)logd

<223 4 2"m?logd ,

ot la derniere ligne utilise le fait que u?> < 2“*1 et que la partie en m est majorée
par 2m? (vérification numérique pour les petites valeurs). Au final on a

(dim Z + 1) (deg Z) log(3 deg Z) < d™2mm(m+Du=1. (2u+2y3 4 242 log d)
< d"(2m)mVEH2(1 4 (log d) /8)
<d

m(2m)mHUE2 2 ogd (3.20)

Par ailleurs, le lemme 3.6.1 page ci-contre et ’hypothese (3.6) donnent

3 ~
(deg Z)hz(Z) < dm 2mu m(m+1)”_l <dm(2n/l)(m+1)u<m - 1)h(x;ry1) + (m - 1)6@)

< —h(xm) 4+ d™(2m)mueg

N ™

On peut maintenant substituer cette estimation ainsi que (3.20) et le résultat du
corollaire 3.5.4 page 104 dans l'inégalité de LIOUVILLE écrite en (3.19), puis simpli-
fier 'expression notamment en remarquant que, vu I’hypothése sur le plongement,
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3 Inégalité de MUMFORD

onan—+1=168:

Z Ay logdisty(z,Z) > —%fl(xm) —d"(2m) " ueg
vesS

— (Zhl(v)/d + 510g(n + 1) + Cé)dm(Zm)(m"‘l)M-H
—2(m —1)log(n + 1) — d" (2m) "+ 1u42 . 210g g
=z —gfl(xm) — 4dm—1(2m)(m+l)u+1 h1(V)

—d"(2m) " TVUH2 (2log d 4 ¢ + Co) -

Dans l'autre sens, le lemme 3.6.2 page 108 dit que

Y Aologdist,(z, Z) < —eh(xm) + 2c + 2dce + log5 + %log(Zm —2) +5glog(16)

vES

vu I'hypothese sur . En confrontant ces deux inégalités, il vient
%fz(xm) < 24" (2m) MV (V) 4 4™ (2m) D2 (log d o ¢y + Ge)
qui contredit précisément (3.8), achevant ainsi la preuve. O

On rappelle la version quantitative de ’ex-conjecture de MORDELL-LANG obte-
nue par REMOND.

Fait 3.6.4. On suppose A plongée dans P" par un plongement de MUMFORD modifié

associé a une polarisation principale. Soient V. C A une sous-variété, T C A(Q) un sous-
groupe de rang fini r et k un corps de définition de A. Alors il existe un entier naturel

S < (219 d) (r+1)go0?
des points x1,...,xs de V(Q) NT et des sous-variétés abéliennes By, ..., Bs de A telles
que x; + B; C V pour touti € {1,...,5} et

S

v(Q)nT=J(xi+B)(Q)NT.

i=1

Démonstration. C’est une version du théoréme de 2.1, p. 517 de [Rémooa] ou la
fonction notée f dans ledit énoncé est explicitée, citée dans [DPoz2] p. 643. Par
ailleurs, la quantité notée ho(.A) dans cette derniére référence est celle que nous
notons 19, voir (1.12). O

Nous sommes maintenant préts a conclure.
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3.7 Questions d’optimalité et énoncé conjectural

Démonstration du théoreme 3.1.2 page 95. Soit x = (x1, ..., X, ) une famille de points
comme dans I'énoncé. D’apres le lemme précédent, il existe un point y € V" (Q)
tel que s, (x) = sm(y), c'est-a-dire x; — x,, = y; — yn pour tout i. En particulier,
pour tout i on a

S
Yi—Ym € (V= ym)( Uzk+l’>’k nT

ot I’égalité de droite découle du fait précédent appliqué a vV —v,,, aveczx € V —y,
et zx + By C V —ypy, ot By C A est une sous-variété abélienne, pour tout k, et
S <m.

Ainsi, il existe un indice k € {1,...,S} et deux indices distincts i et j tels que
Yi—Ym € zx + By et yj — ym € zx + By. Par différence, on a alors

Yi—Yyj=xi— X € By

et zx + ym + By C V, ce qui acheve la preuve. O

3.7 Questions d'optimalité et énoncé conjectural

Comme on I'a vu, la conclusion du théoréeme 3.1.1 page 95 n’est pas celle qu’on
attend naturellement, & savoir x = y. La section 4.1 page 113 montrera que la
conclusion obtenue est probablement ce qu'on peut espérer de mieux a I'heure
actuelle. En effet, si dans cet énoncé on pouvait remplacer la conclusion par x =y,
alors en suivant la méthode de la section 4.3 page 120 on aboutirait a un décompte
explicite des points de hauteur assez grande. Or, le corollaire 4.1.4 page 116 et la
discussion qui suit montrent que ceci équivaudrait a une borne explicite sur la
hauteur des approximations exceptionnelles, résultat qui ne semble pas vraiment
accessible dans 1'immédiat.

En revanche, dans le cas général, il ne semble a priori pas exclu dans un futur
proche d’améliorer le théoreme 3.1.2 page 95 de la fagon suivante.

Conjecture 3.7.1. Soient V une sous-variété d'une variété abélienne A et T C A(Q) un
sous-groupe de rang fini. On fixe € > 0, il existe alors un entier m et des constantes p, ¢
et R telles que si x1, ..., Xy est une famille de points de T telle que, pour tous i et j entre
letm:

0 < dist,(x;, V) < Ha(x;) ™™ YoeS

h(xm) > R

cos(x;, x;)

¢
() )

>1-—
< fl(xz

< (1+p)h(xm)
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3 Inégalité de MUMFORD

alors il existe deux indices distincts i et j ainsi qu'une sous-variété abélienne BB de A tels
que x; — xj € Bet
[ ] disto(x, (V: B))% < Hy(x)~¢/2

veES

ot (V: B) désigne I'union des translatés de B inclus dans V.

Autrement dit, dans les notations de la section 4.1 page suivante, la conclusion
serait que ’ensemble {xi,...,x,} satisfait C;(7,e/2) pour T = p?/4 + p¢p + 2¢
(lemme 3.4.2 page 101), plutét que C(t) pour le théoreme que nous démontrons.
On renvoie a la section citée pour plus de détails sur les notations et pourquoi
il semblerait ambitieux dans un futur proche de démontrer mieux que 1’énoncé
conjecturé ci-dessus (avec des constantes explicites).
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4 Résultats de décompte

Nous déduisons ici des deux chapitres précédents des décomptes d’approxi-
mations exceptionnelles. Plus précisément, on donne un décompte des points de
hauteur assez grande (au sens de (2.2) et (3.3) ou (3.8)), que nous appellerons
grands points, en combinant 'inégalité de VojTa a chacune des deux inégalités de
MuMFORD obtenues précédemment.

Auparavant, on introduit des conditions sur les ensembles d’approximations
exceptionnelles considérés et on discute de leur caractére nécessaire. On introduit
également un résultat permettant de passer d"une condition d’approximation avec
un systeme d’inégalités a la forme plus naturelle d’un produit sur les places. Enfin,
on conclut ce chapitre par 1'évocation de deux méthodes de traitement des petits
points : un décompte trivial, et une facon de les éliminer.

4.1 Conditions pour les décomptes

La définition 1.3.1 page 6 présente la condition qui sera utilisée pour dénombrer
les ensembles d’approximations exceptionnelles. On discute ici du phénomene
qui rend ce type de condition nécessaire, et on présente une autre condition, plus
faible en général, qui devrait étre suffisante pour 1’éviter.

Dans cette section, on suppose fixés une sous-variété V C A, un réel € et un
sous-groupe I' C A de rang fini r. On considére de plus un sous-ensemble F de
A(Q) et un réel T > 0.

Donnons alors une reformulation des inégalités de MumFORD du chapitre pré-
cédent. On appelle lunule associée aux parametres (p, ¢, f) un sous-ensemble de

A(Q) dans lequel deux points quelconques x et y satisfont les conditions sui-
vantes:

cos(x,y) 21—¢ [(x) = h(y)| < ph(x) h(x) = B

Le théoreme 3.1.1 page 95 dit alors que si F satisfait C(e/2d), son intersection
avec chaque lunule (de parametres donnés par 1’énoncé) contient au plus une
approximation exceptionnelle: en effet, on a vu au cours de la démonstration du
lemme 3.4.2 page 101 que si x et y sont dans une méme lunule, alors /1(x — y) <
(0%/4 +2¢ + pp)h(x) et I'hypothese (3.1) permet de conclure.

De méme, le théoreme 3.1.2 page 95 affirme que si F est un ensemble d’approxi-
mations exceptionnelles inclus dans T et satisfaisant C(e/d™ (2m)("+1)*), alors son
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4 Résultats de décompte

intersection avec une lunule associée aux parametres donnés contient au plus
m — 1 approximations exceptionnelles, dans les notations de cet énoncé.

Plus précisément, on remarque que la condition C(7) est d’autant plus forte que
T est petit, autrement dit, plus T est petit, moins la condition C(7) est restrictive.
On remarque que les inégalités de MuMFORD du chapitre précédent disent en
fait que 1'ensemble de points considéré satisfait C(T) avec T = p*/4 + 2¢ + p¢,
quantité qui peut étre rendue arbitrairement petite a condition de réduire la taille
des lunules considérées.

Ainsi, dans les résultats de décompte des sections suivantes, on pourrait faire
une hypothese plus faible sur I'ensemble d’approximations considérées, au prix
d’un décompte moins précis. Néanmoins, on formulera les résultats avec la valeur
«naturelle » de T pour éviter d’alourdir le texte.

Pour introduire I'autre condition que nous proposons, nous aurons besoin de la
définition suivante.

Définition 4.1.1. Si B est un sous-variété abélienne de A, on note (V: ) l'union
des translatés de B inclus dans V. On dit alors que B est e-associée a x si

[ ] disto(x, (V: B))* < Ha(x)~° .
veS
Toute approximation e-exceptionnelle admet au moins une variété e-associée:
la composante neutre du stabilisateur de V. Par ailleurs, si 'on note Zy 1"'union
des translatés de sous-variétés abéliennes non nulles inclus dans V, il est clair
que tout point possédant une variété e-associée non nulle est une approximation
e-exceptionnelle de Zy (la réciproque est en revanche fausse). Enfin, remarquons

que dans les énoncés suivants, lorsqu’on considere une variété e-associée a un
point, on a en général intérét a la choisir maximale.

Définition 4.1.2. On dit que F satisfait C;(7,¢) s'il existe deux points distincts x
et y dans F et B une sous-variété abélienne e-associée a x tels que x —y € B et
h(x —y) < th(x).

On dit que F satisfait la condition C; (7, ¢) si F ne satisfait pas Ci (T, ¢).

1l est clair qu’en général C(7,¢) est une condition plus forte que C(t), autre-
ment dit que C1(7, ¢) est une condition plus faible que C(7). Notons

E(V,e) = {x € A(Q) tel que 0 < [ [ disto(x, V)% < Hy(x) "¢}
veS

et £'(V,e) = £(V,e) UV(Q). On remarque que, dans le cas particulier ot F est
un sous-ensemble de £'(V,¢) et V est un translaté de sous-variété abélienne, les
conditions C;(,¢) et C(T) sont équivalentes pour F. Evidemment, si Zy = @ (ce
qui est le cas pour tout V # A si A est simple), tout ensemble F satisfait C; (7, ¢)

(et C(1)).
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Nous allons maintenant essayer de convaincre le lecteur qu’on ne peut guere
espérer majorer le cardinal des ensembles £(V,e) NT sous une condition plus
faible que C1(7,¢€) a moins de savoir majorer la hauteur de certaines (voire toutes
les) approximations exceptionnelles. Par ailleurs, on supposera e < 1 et T < 1 pour
simplifier certaines estimations.

Lemme 4.1.3. Soient x € £'(V,¢), B une sous-variété abélienne e-associée a x, et y €

B(Q) tels que

h(x) > 8\2/? (2co +7log(n+1)) + FCA@ (4.1)

i(y) < Th(x).
Alors x +y € E'(V,¢') avec ¢ = e(1+24/7) 72

Démonstration. Soit 1 > 0 un réel; pour chaque v € §, il existe un point p, €
(V: B)(Cy) tel que disty(x, py) = disty(x, (V: B)) 4+ 1. Le scolie 3.3.2 page 100
donne alors (en remarquant que 5v/2 < (n+1)?):

disto (x +y, po + y) < disto(x, po) - C§ (1 +1)7%
< (disto(x, (V: B)) +17) - C3,(n+1)7% .
Cette inégalité étant valable pour tout 17 > 0, elle 1’est aussi avec 77 = 0. En remar-

quant alors que p, +y € (V: B) C V, puis en prenant le produit sur les places, il
vient

[T disto(x +y, V)* < ] disto(x, (V: B))* - Cgx(n 4 1)7%%

vES veES

<Hy(x)¢-Cy(n+1).

Il s’agit donc de montrer que cette derniére quantité est majorée par Hy(x +y) .
Sil’on note | - | la norme de 'espace de MORDELL-WEIL, on a |x +y| < |x|+ |y| <
(1+ /7)|x| vu I'hypothese sur /(). On en déduit alors

ho(x +vy) < h(x+y) +¢o < (1+vV7T)*h(x) + 20 < (1+ v7)?*ha(x) + 5¢0
puis
2
—smh (x) < —ha(x+vy) + 5 ¢o

(1+2y7)2 "
(1+v7)?

—ehp(x) < —'ha(x +y) +5e'ég — € <1 — (1—1‘2\/?)2> hy(x) .

On observe alors que, pour tout 0 <t < 1,ona

2
Lo e 243t 5
(1+262 (1426279

115



4 Résultats de décompte

ol I'inégalité vient en remarquant que la fraction du milieu est décroissante en ¢.
Au final,

—ehy(x) < —€'hp(x +y) + 5eco — S\Z/?hz(x)
et 'hypothese sur /i(x) permet alors de conclure. O

Ainsi, on peut construire de nouvelles approximations exceptionnelles a partir
d’une approximation exceptionnelle ayant une variété e-associée non nulle et de
points de cette variété. Le corollaire suivant donne une précision quantitative.

Corollaire 4.1.4. Soient x € £'(V,€) NT satisfaisant (4.1), € comme au lemme précédent
et B une variété e-associée a x. De plus, on note hy,¢(B NT) Uinfemum de h(y) lorsque y

parcourt I'ensemble des points d’ordre infini de B(Q) N T, ou +oo si cet ensemble est vide.
Alors 'ensemble E'(V,€') N T contient au moins

Card (B(Q)wr NT) <2 W Th(x) /hine(B N r)J + 1)

points de hauteur normalisée supérieure ou égale a (1 — /T)2hi(x) (avec les conventions
(+00)~! = 0et 0°! = +o0). En particulier, cet ensemble contient une infinité de grands

points (au sens précédent) des que B(Q) NI n’est pas de type fini.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, la translation par x est une applica-
tion de

{y € B(Q) tel que h(y) < th(x)}NT

vers £'(V,€') NT, qui est évidemment injective. Il s’agit donc de minorer le cardinal
de cet ensemble. Clairement, il contient tous les points de torsion, ce qui donne la
conclusion annoncée dans le cas ot fiyin(BNT) = +oo.

Par ailleurs, si z est un point d’ordre infini de B(Q) NT, que t est un point de
torsion de ce méme ensemble et m un entier relatif, alors mz + t est dans 1’ensemble

de départ tant que m? est inférieur a th(x)/h(z). O

Remarquons qu’en général, les nouvelles approximations construites sont dans
E'(V,€), mais pas forcément dans £(V,¢’). On ne voit pas en général comment
prouver que ces approximations ne tombent pas sur V (et a I'inverse, on imagine
mal comment prouver qu’elles y sont toutes sauf un nombre controlé d’excep-
tions). Cependant, dans certains cas la situation est plus claire.

Scolie 4.1.5. Si B est une sous-variété abélienne de A telle que V.= (V: B), alors dans le
corollaire précédent, si I'on remplace E'(V,€) par E(V, ) dans I'hypothese (oiv il devient
inutile de supposer de plus que B est e-associée a x car c’est nécessairement le cas), on peut
également remplacer E'(V,€") par E(V, ¢') dans la conclusion.

Démonstration. Dans ce cas, V est stable par translation par les éléments de B,
donc A\ V l'est aussi, or £(V,¢) = E'(V,e) \ V. O

116



4.1 Conditions pour les décomptes

On est donc face a un phénomene de multiplication des approximations excep-
tionnelles, quitte a changer un peu l’exposant, phénomene présent au moins dans
le cas V = (V: B) et dont on voit mal pourquoi il disparaitrait totalement dans
le cas général. En quelque sorte, les approximations exceptionnelles arrivent par
« grappes »: pour chaque approximation exceptionnelle d’exposant légérement
meilleur que celui exigé, de hauteur assez grande et possédant une variété asso-
ciée non nulle, on a une grappe d’approximations exceptionnelles, dont le cardinal
dépend de la hauteur (et de la qualité) de la premiere.

Ainsi, le seul moyen de controler le cardinal de I’ensemble des approximations
exceptionnelles est de borner la hauteur de celles qui ont une variété associée non
nulle; dans le cas particulier ott V est un translaté de sous-variété abélienne de
dimension positive, il s’agirait donc de majorer la hauteur de toutes les approxi-
mations.

Ce type de résultat (borne explicite sur la hauteur) étant un peu trop ambitieux
a I'heure actuelle, il faut donc se résoudre a compter non pas toutes les approxima-
tions exceptionnelles, mais seulement les grappes, sans tenir compte du cardinal
de ces grappes, trop directement relié a la hauteur. Une condition du type C(7, )
semble la plus faible qu’on puisse mettre sur les ensembles d’approximations ex-
ceptionnelles considérés pour n’inclure qu'un point par grappe.

Pour conclure cette discussion, énongons de fagon explicite comment une borne
sur la hauteur des approximations exceptionnelles se déduit d"une borne sur leur
nombre (plus précisément, une borne sur le nombre de grands points suffit), dans
le cas particulier ou V = (V': B), ce qui équivaut a dire que V est la somme de 5 et
d’une autre sous-variété de A, incluant en particulier le cas ot1 V est un translaté
de B.

Corollaire 4.1.6. Soient V une sous-variété de A et B une sous-variété abéliennes de A,
telles que V = (V': B). Supposons que pour un certain gy > 0 et un certain I de type fini,
il existe R et N tels que

Card{x € £(V,e0) NT tel que h(x) > R} < N .

Alors, pour tout g9 < &€ < max(1,3¢), les points de £E(V,e) N T sont tous de hauteur
normalisée inférieure ou égale 4

max(((N +1)/2) hmin(BNT)TY, R+ (1= T) 72, Be, T))

2
T:((S/Eoi_l) B(e, T) :;?(Zc@—i—ﬂog(n—i—l))—i—\l/l%é@.

Démonstration. Par I’absurde, supposons qu’il existe un point xg € £(V,e) NT de
hauteur normalisée strictement plus grande que la borne annoncée ; en particulier,
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4 Résultats de décompte

hi(xo) est assez grand pour appliquer le corollaire 4.1.4 page 116. Par ailleurs, B
est une sous-variété abélienne e-associée a x( et le choix de T donne ¢ = ¢y dans
les notations de ce corollaire, qui s’applique donc (car de plus T < 1 ete < 1) et
donne, compte tenu du scolie 4.1.5 page 116:

N > Card{x € £(V,e0) NT tel que fi(x) > R}
> 24/th(x) /fimin(BAT) —1

ce qui est absurde. O

4.2 Hypothése d’approximation produit

Comme annoncé dans I'introduction (page 17), on montre ici comment transfor-
mer un énoncé ou la condition d’approximation fait apparaitre une inégalité par
place en une version o1 I'hypothese d’approximation fait apparaitre un produit
sur I'ensemble des places.

Pour cela, on utilise le lemme suivant, qui n’est rien d’autre qu'une version
plus abstraite du lemme 2.12.1, p. 120 de [Faro3]. Par ailleurs, par rapport a cette
référence, on a fixé ¢(T) = ¢/2, d'ot A(T) = Card T, car c’est la valeur qui a
le plus de sens pour les applications, afin de simplifier légerement 1’énoncé et
sa preuve. L'énoncé ci-dessous est volontairement aussi abstrait que possible afin
de mettre en lumiére le caractere purement combinatoire de la preuve et d’étre
utilisable dans le plus grand nombre de situations ; immédiatement apres 1’énoncé
on détaille la correspondance avec la situation étudiée ici afin d’en éclaircir le sens.

Lemme 4.2.1. Soient A un ensemble et H une fonction de A dans [1,+oo|. Soient par
ailleurs M un autre ensemble et, pour chaque élément v de M :

— une fonction dy: A — [0,1];

— deuxréels 0 < A, < letc, >0.
Pour tout réel € > 0 et tout partie finie S de M, on définit

E(e,S) = {x € Atel que [ [do(x)® < (Hcﬁ”)H(x)_e} .

veS vES

De plus, pour toute famille de réels (Ay)ypes, on définit
E'(e,S,A) = {x € A tel que dy(x) < coH(x) ™ Vo e 5} .

On note enfin P(M) l'ensemble des parties finies de M et on suppose qu'il existe une
fonction ¢: R-g x P(M) — N telle que pour tout ¢ > 0, tout S € P (M) non vide et
toute famille (Ay)yes de réels positifs telle que Y ,cq Aoy = 1, on ait

Card E'(¢,5,A) < g(¢,S) .
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4.2 Hypothese d’approximation produit

Alors, pour tout € > 0 et tout S € P(M) on a

2Card T — 1
CardT —1 >g(€/2' 7).

Remarque 4.2.2. Dans l'application prévue, les parametres seront choisis de la fa-
¢on suivante. L'ensemble A sera un sous-ensemble fini de (A(Q)\ V(Q)) NT
avec ' un sous-groupe de rang fini de .A(Q) et H la hauteur induite sur cet
ensemble par le choix d'un plongement projectif de .A. L'ensemble M sera 1’en-
semble des places d’un corps de nombres k suffisamment gros et en chaque place
Ay = [ky : Qy]/ [k : Q] est le degré local divisé par le degré global. En revanche,
le choix des constantes ¢, dépendra de l’application envisagée. On reconnait la
condition sur la famille A, et la fonction g sera alors donnée par 1'un des énoncés

majorant le cardinal d’ensembles du type E’(¢, S, A) que nous aurons établi.

Card E(e, S) < (
TeP(S)\{2}

Démonstration. On suppose S et € fixés. On remarque que pour toute famille A telle
que Y ,es AoAy =1onaE'(e,5,A) C E(g,S); al'inverse on aimerait bien recouvrir
E(e, S) par de tels ensembles, en nombre fini. Dans ce but, pour tout x € A (tel
que H(x) > 1 pour simplifier pour l'instant), on introduit une famille de réels A(x)
telle que

dy(x) = coH(x) ™™™ woes (4-2)

de sorte que x € E'(¢,S,A(x)). De plus,six € E(¢,S) ona ) ,cs Ao(x)Ay > 1. Ainsi,
on a recouvert E(¢, S) par des ensembles de la forme E’(g, S, A(x)) mais ceux-ci ne
sont a priori pas en nombre fini; par ailleurs les familles A(x) obtenues ne sont
pas nécessairement composées que de nombres positifs. (Le fait que leur somme
pondérée ne soit pas exactement 1 n’est en revanche pas génant, il suffirait de
choisir une famille A'(x) plus petite (pour l'ordre produit) sommant a 1, car la
fonction A — E’(e, S, A) est décroissante.)

Pour forcer les A,(x) & étre positifs * on introduit la fonction 7v: E(e,S) — P(S)
définie par

t(x) = {v e Stel que dy(x) <y} .

On remarque que 7 prend en fait ses valeurs dans P(S) \ {@}, de sorte que

ES)= |J = NT).

TeP(S)\{2}
Par ailleurs, pour toute partie non vide T de S, on introduit ’ensemble

C = {(Av)ver tel que AyA,CardT € NVo € Tet Y AuA, =1}

veT

1. Ce qui n’est en soi pas indispensable (on pourrait en fait se dispenser de cette hypothése dans
les résultats de décompte précédents en considérant un ensemble de places plus petit) mais sera
utile pour assurer la finitude et controler le cardinal de ’ensemble C ci-dessous.
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4 Résultats de décompte

qui est fini et de cardinal (ZéingT:ll) car il est en bijection avec I'ensemble des

familles de Card T entiers naturels dont la somme est Card T. Pour obtenir la
conclusion du lemme, il suffit donc de montrer que

nNT)c |J E'(e/2, T, A) .
AreC

Fixons donc @ # T € P(S) et x € 7w !(T). Par définition de E(¢, S) et de 7t on a

([T Hx) ™ 2 TTdu(x)™ > [Tdo(x)® [T e

veS veS veT veS\T

d’ou x € E(¢, T). Par ailleurs, si H(x) = 1 il est clair que x € E'(¢/2,T,A) pour
n’importe quelle famille A € C, on suppose donc H(x) > 1 et on associe a x une
famille A(x) comme en (4.2). Cette fois-ci, les A,(x) pour v € T sont tous positifs
ou nuls. Par ailleurs, comme x € E(¢, T), on a successivement

2CardT Y Ay(x)A, >2Card T

veT

Y [2A4(x)A,Card T| > Card T
veT

donc il existe des entiers naturels a,(x) inférieurs ou égaux a 2A,(x)A, Card T et
dont la somme est exactement Card T. On pose alors A, (x) = a,(x)/ (A, Card T)
de sorte que A'(x) € Cet A, (x) < 2A4(x), ce qui implique que x € E'(¢/2,T, A (x)),
achevant ainsi la preuve. O

En pratique, la fonction de comptage ne dépend pas de l'ensemble de places
considérées, on utilisera donc le scolie suivant.

Scolie 4.2.3. Dans la situation du lemme précédent, si I’on suppose de plus que la fonction
g ne dépend pas de son deuxieme arqument, alors on a Card E(g, S) < 524 5¢(e/2).

Démonstration. C’est un calcul élémentaire, fait page 125 de [Faro3]. O

4.3 Grands points, cas des sous-groupes

On commence par majorer le nombre de points dans chaque cone tronqué; on
rappelle la définition 1.3.1 page 6 pour la notation C(e/2d) dans 1’énoncé suivant.

Lemme 4.3.1. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel 0 < ¢, un entier m > g+1

et on considere une famille de points x1,...,x, € A(Q) satisfaisant a C(e/2d) et aux
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4.3 Grands points, cas des sous-groupes

conditions suivantes, pour tous i et j:

0 < disty(x;, V) < a; 'Hy(x;)) ™™ YoeS (4-3)
h(x) > es oAl (4-4)
cos(x;, xj) > 1— n11c6 (4.5)
avec
c6 = (86N - 53ds fs’l)ﬁ
Ay = co((V2mgd)3 deg A)"
5,0 = dmax (dfhy(A), co, o) + (g+1) degA(n(d +1)"log(d + 1)
FdS(hy (V) + (u+2)(d+n+1)log(d+1) + 1og<m/z)))
et au choix :

(i) s = min((*1"),Card S) et a, = (d(dZ”)S)(S"/Z; ou bien

(ii)) s = 1et (ay)y une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, satisfaisant
2
Toes [X?v < Hl(V)Z . (d + 1)2(u+2)(d+n+1) . mT . e3dn

On a alors nécessairement

p < \/f(ng)ngrl log Ay .

Démonstration. Pour commencer, remarquons qu’on peut supposer ¢ < d + 1. En
effet, sinon le corollaire 3.2.3 page 97 s’applique, car (4.3) implique immédiate-
ment (3.11) et (4.4) implique assez largement (3.12) vu la définition de c5p et la
remarque 1.5.4 page 15.

Soit x1,...,xp une famille comme dans 1"énoncé, qu’on suppose de plus ordon-
née par hauteur normalisée croissante. On pose ¢ = (m ce) ! et p = Ve/d. On
constate facilement que ¢ < ¢/(2580d) de sorte que ce couple (p, ¢) satisfait a (3.1).
Par ailleurs, il est assez facile de voir que la condition (4.4) est plus forte que (3.3):
en effet cg > (2/¢) - d(u+1) et la parenthese dans le membre de droite de (3.3) est
largement majorée par 6cs5 .

On peut donc appliquer le théoréme 3.1.1 page 95 avec x = x; et y = x;41 et
conclure que fi(x;y1) > (14 v/e/d)h(x;) pour tout i < p — 1. On pose alors

log Ay

7= (ng)mglog(l +Ve/d) |

On suppose que p > (m — 1)y +1: on peut alors poser y; = x4 +(i—1)y pour tout
i€{l,...,m} de sorte que, pour touti < m—1, on a

mg

h(yisn) > (1 +Ve/d)h(y:) = AP h(y:)
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4 Résultats de décompte

et la famille (y;); contredit le corollaire 2.7.9 page 93, ce qui est absurde.
Ainsi, on a p < (m — 1)5. On remarque que la fonction t +— t/log(1 + t) est
croissante pour t > 0 et, comme on a supposé e < d+1<2d,ona

1 V2 d d
log(1+ Ve/d) S log(1++/2) \[s s Z\E

en vérifiant numériquement pour la derniére inégalité. On a alors

p<(m—1) ((ng)mg(logA4) -2\/3—1— 1) < 2m(2mg)mg(logA4)\/z

qui donne directement le résultat annoncé. O
On utilise ensuite le fait suivant.

Fait 4.3.2. Soient r un entier et oy > 0 un réel. On peut recouvrir R" par | (1+ /8/7v)"]
ensembles dans chacun desquels deux points quelconques satisfont cos(x,y) > 1 — 1.

Démonstration. C’est le corollaire 6.1, p. 542 de [Rémooal]. O

Corollaire 4.3.3. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On considere de plus un sous-groupe T C A(Q)
de rang fini r, un réel € > 0 et un entier m > ¢ + 1. Soit enfin une famille x1, ..., x, de

points de T satisfaisant i C(e/2d) et aux conditions suivantes, pour tout i:

0 < disty(x;, V) < ay ' Ha(x;) ™™ Vo€ S
fz(xi) > C5,®Ai2mg)’”g
avec A4, C50, S et ay, comme au lemme 4.3.1 page 120. Alors on a

m r
p < \/f(ng)mg“(log Ay) (3\/%(86N 58dse 1) 2<’”*8>)
Démonstration. En utilisant le fait précédent avec v = (mcg) !, on recouvre l'es-
pace euclidien I' ®z R muni du produit scalaire donné par la hauteur de NERON-
TATE par des ensembles dans lesquels deux points quelconques satisfont (4.5). Le
nombre d’ensembles nécessaires est au plus

m

(1+ VBm(86N - 5%dse )7 ) < (3v/m (86N - 58dse )T )|
en remarquant que 1 ++/8-86-3-5<3v86-3-5.

I ne reste plus qu’a appliquer lemme 4.3.1 page 120 a chacun de ces ensembles
pour conclure. ]
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4.3 Grands points, cas des sous-groupes

Il ne reste maintenant plus qu’a passer a une hypothese d’approximation sous
sa forme produit. Pour que la condition écrite sous cette forme ait un sens, on fixe
un corps de nombres k (contenant un corps de définition des variétés considérées
et du plongement projectif utilisé) sur lequel on exigera que tous les x; soient
définis ; ceci fixe ’ensemble de places S utilisé. On fixe également I' = A(k) et on
continue a noter r son rang.

Corollaire 4.3.4. Soit V un translaté par un point algébrique d une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel ¢ > 0 et un entier m > g + 1. Soit
enfin une famille x1, ..., x, de points de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et aux conditions
suivantes, pour tout i:

0 < [ disto(x;, V)™ < a"Hp(x;) "
veES

i’\l (Xl‘) > C5,@A4(12mg)mg

avec Ay et c5 @ comme au lemme 4.3.1 page 120 et au choix :

(i) s = min((*1"),Card S) et « = (d(d:”)3)1/2; ou bien

(i) s =1et « = H (V)2 (d + 1)2@+2)(dtnt1) . %2 -3,

Alors on a

p <2 5Cuds, \/z(zmgwgﬂ(log Ag) (3v/m(172N - 58dse ) )
Démonstration. On applique le scolie 4.2.3 page 120 au corollaire 4.3.3 page précé-
dente, comme prévu a la remarque 4.2.2 page 119, avec A = {xq,...,x,}. Ceci a
pour effet, dans le décompte, de rajouter un facteur 545 et remplacer ¢ par /2.
On constate que vu la définition de A4, en effectuant cette opération, on ajoute
log(2)m/(m — g) a son logarithme et que

log Ay +1log(2)m/(m — g) < V2log Ay .
Les autres modifications sont évidentes. O

On peut alors simplifier légerement la condition d’approximation en absorbant
la constante ; on aboutit au résultat suivant.

Corollaire 4.3.5. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel € > 0 et un entier m > g + 1. Soit
enfin une famille x1, ..., x, de points de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et aux conditions
suivantes, pour tout 1:

0 < []disto(xi, V)2 < Ha(x;) "
veES

fz(xl-) > C5/@/\E(32mg)nhg
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4 Résultats de décompte

avec
As = (87N -58de~1) 7% ((v/2mgd) deg A)"
c5,0 = dmax(dShy (A), co, o) + (g + 1) degA(n(d +1)"log(d +1)
+d8(hy (V) + (u+2)(d+n+1)log(d+1) + 10g(m/2))) .
Alors on a

p<2~5card3-\/z(ng)mgH(logAg,) (3\F(174N 584 ) T s))r

Démonstration. On commence par majorer chacun des deux choix possibles pour
« dans le corollaire précédent. Pour le premier, on a immédiatement

log (d(*t)'? < 71 ogd + 3nlog(d +1) <50
Pour le deuxiéme choix, on a

loga = 2h1 (V) +2(u+2)(d+n+1)log(d+ 1) 4 2log(%) + 3dn
< d<h1(V) + (u+2)(d+n+1)log(d+1)+log(%) +3n> cso (4.6)

Ainsi, quel que soit le choix pour (s,a) dans le corollaire précédent, on a assez
largement log & < c50As5 - €/87 dont on déduit immédiatement que Ha(x;)¢/% > a
puis que les hypothéses du présent énoncé impliquent celles du corollaire précé-
dent en remplagant ¢ par 86¢/87. On applique donc le corollaire en question pour
aboutir au résultat annoncé.

Par ailleurs, comme les deux valeurs possibles de a peuvent étre absorbées a
un cotit équivalent, il est clair qu’on a intérét a choisir la deuxieme option pour le
couple (s,«) afin d’avoir s = 1 qui minimise As et p. O

Remarque 4.3.6. Dans le cas ot Card S = 1, on aura plutdt intérét a utiliser le
corollaire 4.3.3 page 122 et prendre s = Card § puis supprimer le a, éventuel (si
l'unique place de S est archimédienne) comme ci-dessus en remplacant 86 par 87
dans le décompte et la définition de A4.

La dépendance en ¢ dans le décompte précédent est en

L'exposant du premier facteur tend donc vers (r + 1)/2 lorsque m tend vers 1'in-
fini. Cependant, quand m grandit, le facteur (2mg)"8*! dans le décompte croit
rapidement et la condition de hauteur aussi croit rapidement. Il n’est pas évident
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de déterminer la valeur de m réellement optimale, mais la valeur m = 2g semble
étre un bon compromis: elle ramene le facteur devant r dans I'exposant de ¢ a une
constante absolue, sans pour autant cotiter beaucoup plus cher que g + 1 sur les
autres facteurs.

Corollaire 4.3.7. Soient V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abé-
lienne B de A, de degré d et de dimension u. Soient de plus un réel ¢ > 0 et une famille
X1,...,Xp de points de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et aux conditions suivantes, pour tout
i:

0 < [ disto(x;, V)2 < Ha(x;) "¢

vES

A 2
fi(xi) > b o(Ah) "

avec
AL = (87Nde)?(5(deg A) (3¢%d)%) ™
cs0 = dmax(d¥h (A), ce,Co) + (g +1) degA<n(d +1)"log(d + 1)
+d8(h (V) + (u+2)(d+n+1)log(d+1) + 1og(g))) .
Alors on a

p < 2. 5Cds. \/z (49)% 1 (log AL) (739N - 78d s—l)r .

Démonstration. C’est le corollaire précédent appliqué avec m = 2g¢ et en opérant
quelques simplifications d’écriture et majorations. O

4.4 Grands points, cas général

Dans toute cette section, on suppose (sans nécessairement le rappeler a chaque
énoncé) que A est plongée dans P" par un plongement de MUuMFORD modifié
associé a une polarisation principale, ce qui est nécessaire pour appliquer le théo-
réme 3.1.2 page 95. Cette hypothese implique en particulier que deg A =n+1 =
163 et qu'on peut prendre N = n + 1. Par ailleurs, on supposera toujours ¢ < 1
pour simplifier certaines comparaisons.

Par ailleurs, comme on I’a vu dans la section précédente, on aura intérét dans
I'inégalité de Vojra (corollaire 2.7.9 page 93) a toujours prendre I'option s = 1 et a
poser m = 2g. Commengons par énoncer 1'inégalité de Vojra sous ces conditions.

Corollaire 4.4.1. Soit V une variété de P" de degré d et de dimension u, et 0 < € <1

un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille de points x1, ..., xzq satisfaisant
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4 Résultats de décompte

simultanément aux conditions suivantes :

0 < disty(x;, V) < a, ' Ha(x;) ™™ Vo€ S

2
h(X1) > C7,@Aé4g)4g

2
B(xi) > h(xq) - A"
82
COS(xi,x]') > 1 — W

avec
Ag = »35¢° d2g2+2 g2
cr0 = dmax (dShy (A), ce, lo) + 328 ((2d)16g+116g s (hy (V) + 32gd2)>
et (ay)y une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux a 1, avec y_,c s Ay log ay <
C7/@.

Démonstration. C’est le corollaire 2.7.9 page 93 avec m = 2g et 'option s = 1, out
I'on a simplifié la majoration de la « hauteur » de « en tenant compte de (4.6). On
a par ailleurs utilisé les majorations suivantes:

1 (;)2 N S
29 \86-168 -58 -d h 28 (27 . 27gd)2
862 . 402842 8—2(32\@g2d)2g2 < 862 40%8 211g2g4g2 . d2g2+2 g2 < 235g3 d2g2+2 g2

ot la dernieére majoration provient d’une vérification numérique pour g = 1. De
plus, on a remarqué que

(u+2)(d+16%)log(d +1) +1logg < (g+1)d(d + 168 + 1) < 284> - 168
pour simplifier 'expression de cy @. O

A partir de maintenant et pour le reste de cette section, on fixe un sous-groupe

I' C A(Q) de rang fini r > 1 (car les résultats établis ici sont évidents si r = 0)
ainsi que les constantes suivantes

2

M= (234 h% d) (T+1)g5(u+1) 11 M/ — dM(2M>(M+1)u
€ e \1/2
?= o p= <M>

de sorte que (p, ¢) satisfait bien la condition (3.6). Par ailleurs, a un facteur 2 pres,
chacune de ces deux quantités est aussi grande que possible sous cette condition.
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On remarque alors que M > 2688 12¢° pour majorer en fonction de M les diffé-
rentes constantes apparaissant dans 1'inégalité de VojTa ci-dessus. Pour commen-
cer, on a €2As < M2 et (4g)%” < M/2 puis, en posant

€80,V = hl(V) + max(h1 (.A), CO, @@)

on a aisément ¢y @ < Cg/@/vdM soit au final

4g)4? —2(4g)% _2(4q)%”
C7,@Aé g) < & ( g) Cg[@y(dM)M < & ( g) CS,G),VM/ .

Par ailleurs, on a h1(V) 4+ 2dM(logd + cg + o) < 4d*Mcge,y. Nous sommes
maintenant préts a combiner les inégalités de VojTa et de MUMFORD pour majorer
le nombre de points dans chaque cone tronqué.

Lemme 4.4.2. Soit V une sous-variété de A, de degré d et de dimension u. On considere
de plus un sous-groupe T C A(Q) de rang fini r et un réel 0 < e < 1. Soit enfin une
famille x1, ..., x, de points de T satisfaisant a C(e/M') et aux conditions suivantes, pour

tout i:

0 < disty(x;, V) < a, 'Ha(x;) ™™ Vo€ S
h(xi) > p
cos(x;, xj) > 1—e¢

2(4g)%

2
avec (), comme ci-dessus et y = cg e,y M M e~ . Alors on a

élg2
p < 2¢(M— 1)“@;“5A6

avec Ag comme ci-dessus.

Démonstration. D’apres les remarques et majorations précédentes, il est assez clair
que les conditions du présent énoncé impliquent les conditions correspondantes
du théoréme 3.1.2 page 95 et du corollaire 4.4.1 page 125. On peut donc appli-
quer simultanément ces deux résultats et en conclure comme dans la preuve du
lemme 4.3.1 page 120 que

(4g)4g2 log As (18)482 log As
p<g(M—1 +1| <2¢(M—1

compte tenu du fait que cette fois-ci il peut y avoir jusqu’a M — 1 points par lunule
de largeur 1 + p. O

On en déduit un décompte complet des grands points.

127



4 Résultats de décompte

Corollaire 4.4.3. Soit V une sous-variété de A, de degré d et de dimension u. On consideére
de plus un sous-groupe T C A(Q) de rang fini r et un réel 0 < ¢ < 1. Soit enfin une
famille x, ..., x, de points de T satisfaisant a C(e/M') et aux conditions suivantes, pour
tout i:

0 < disty(x;, V) < ay ' Hy(x;) ™™ VoeS

h(x;) > u
avec (ay)y et y comme ci-dessus. Alors on a
p < MZ(M/)(r+1)/2 Efrfl/Z log(e/s) )

Démonstration. On applique le fait 4.3.2 page 122 avec v = e¢ pour recouvrir l'es-
pace euclidien I' ®z R muni du produit scalaire donné par la hauteur de NERON-
TATE par des ensembles dans lesquels deux points quelconques satisfont (4.5). Le
nombre d’ensembles nécessaires est au plus

(o f5) <(+27) <)

en utilisant le fait que ¢ = p?/4 d’apres leurs définitions. Le lemme précédent
donne le nombre de points dans chaque ensemble, on a donc

4g?
p<2g(m - 1)\ ;ii?Ad e

On remarque maintenant que
log Ag < 2log M + 2log(e/e) < 4log Mlog(e/e) < vV Mlog(e/e)

car on a supposé? que ¢ < 1 (on rappelle que a +b < ab des que les deux sont
supérieurs ou égaux a 2). Par ailleurs, on remarque que

zg(4g)4g2 < (4g)4g2+1 < 24(g+1)g2+1 < (29)g3
de sorte que 2g(4¢)*°6" < /M soit au final

2
< is’r/zlo (e/€) < MA(M)H1D/2e71=1/2 1650 (e /¢)

compte tenu de la définition de p. O

2. On aurait pu supposer ¢ < e ! mais on aurait été géné pour établir le corollaire 4.4.5 page

suivante; on a donc préféré rajouter ce e un peu gratuit.
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4.4 Grands points, cas général

Corollaire 4.4.4. Soit V une sous-variété de A, de degré d et de dimension u. Soient de
plus un réel € > 0 et une famille xy,...,x, de points de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et
aux conditions suivantes, pour tout i:

0< H distz,(xi, V)Av < I‘Iz(xl')f£
vesS

~

h(x;) > csov 8—2(43)4g2 AM (3 M) (M+1)+3
oit S est un ensemble fini de places de Q(x1, ..., xp) ot

cgo,v = m (V) 4+ max(h(A),ce, o)

M= (234 19 d) (r+l)g

5(1¢+1)2

Alorson a
(r+1)/2
p <55 MP (dM (3M)<M+1>”) e 2log(e/e) .

Démonstration. Ce résultat se déduit du corollaire précédent de la méme fagon que
le corollaire 4.3.5 page 123 se déduit du corollaire 4.3.3 page 122: on commence
par appliquer le scolie 4.2.3 page 120, ce qui a pour cofit, dans le décompte, de
remplacer ¢ par /2 et d’ajouter un facteur 5574, Ensuite, pour absorber le a
restant dans la condition d’approximation, il suffit de diviser encore ¢ par 2, cette
fois non seulement dans le décompte mais aussi dans la condition de hauteur.

On constate ensuite que les constantes apparues pres des ¢ sont facilement ab-
sorbées dans les autres facteurs en remplagant 2M par 3M comme ci-dessus. [

On en déduit immédiatement un décompte des points entiers d"un ouvert affine,
dans le cas ot A est simple.

Corollaire 4.4.5. Supposons que A est simple et soient k un corps de nombres, r le rang
de A(k) et S un ensemble fini de places de k, contenant toutes les places archimédiennes.
Le nombre de points S-entiers sur k de A\ Z(Xo) de hauteur normalisée au moins

max (h1(A), co, € ) (48 M7 )M

_ (939 3,0 (r+ D’
avec My = (2% 1Y) est au plus

5Card S (48M1 )ng (T+1)/2 )
Démonstration. Notons E = Z(Xj) et soit x un point S-entier de A \ E, c’est-a-dire

que x admet un systéme de cordonnées homogenes de la forme (1 :x7 : ... : xy)
avec |x;|, < 1dés que v ¢ S. En une telle place, on a donc [|x|, , = 1. Par ailleurs,
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4 Résultats de décompte

en toute place, la proposition 1.6.1 page 19 montre que dist,(x, E) = ||x||, ; Ainsi,

ona
[Tdisto(x,E)* = TT lIxll25" = Ha(x) ™",
veS vEMj
autrement dit x est une approximation exceptionnelle de E, d’exposant 1. On ap-
plique donc le corollaire précédent avec V = E et ¢ = 1 ainsi que I' = A(k), en
remarquant que comme A est simple, la condition C(e/M’) est automatiquement
satisfaite.
En particulier, ona u = g — 1 et d = deg A = 165 vu le plongement de A choisi,
et bien stir 11 (E) = 0. On utilise ces informations pour écrire

5(u+1) 652

2 2
(2% 19, d) (r+1)g +1= (220 16g)(r+1)g5g +1< (2% h&)(ﬂrl)g

On remarque ensuite que (M; +1)(g — 1) < gM; — 3 pour écrire
dMl (3M1)(M1+1)(g—1)+3 < 16gM1 (3M1)gM1 — (48M1)3M1

et conclure. 0

4.5 Options pour les petits points

Il ne semble pas évident d’exploiter I'hypothése d’approximation dans le dé-
compte des petits points. Nous rappelons donc pour mémoire comment compter
les points de petite hauteur d’une variété abélienne appartenant a un groupe de
type fini donné: ce décompte repose sur une propriété élémentaire en géométrie
euclidienne, que 1'on commence par rappeler.

Fait 4.5.1. Soient E un espace euclidien de dimension r et deux réels p et y. On peut
recouvrir toute boule (fermée) de rayon p par des boules (ouvertes) de rayon y en nombre
inférieur a (2 % +1).

Démonstration. C’est le lemme 6.1, p. 541 de [Rémooa], o1 I'on a par ailleurs effec-
tué le changement de notations u = p/. L'énoncé donné dans la référence citée
ne précise pas si les boules sont ouvertes ou fermées, mais on constate facilement
que la preuve qui y est proposée fonctionne parfaitement pour la variante la plus
forte, énoncée ci-dessus. O

On en déduit la majoration suivante du nombre de points de petite hauteur sans
aucune hypothése d’approximation.

Corollaire 4.5.2. Soit T un sous-groupe de type fini de A(Q); on note r le rang de T et
Fionin (T) le minimum de h(x) quand x parcourt l'ensemble des points d’ordre infini de T.
Pour tout réel positif R, on a

Card{x e I tel que fl(x) < R} < Card Ty - (1 —I—Z\/R/fzmin(l‘))
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4.5 Options pour les petits points

oit I'yor désigne I'ensemble des points de torsion de T

Démonstration. Dans I' ®z R muni de la structure euclidienne induite par la hau-

teur normalisée, on applique le fait précédent avec p = v/R et i = {/fimin(T) puis
on remarque que la préimage dans I' de chacune des boules ouvertes de rayon u
est composée de points qui sont tous égaux modulo T'y;. O

Remarque 4.5.3. Si dans 1’énoncé précédent on prend I' = A(k), on retrouve le
lemme 2.11.1, p. 117 de [Faro3].

Si l'on applique le résultat précédent en conjonction avec le corollaire 4.3.5
page 123, on constate assez facilement que le décompte obtenu pour les petits
points est largement supérieur a celui obtenu pour les grands points (a moins que
fimin(T) ne soit particulierement grand), ce qui n’est pas trés satisfaisant. Nous
établissons donc un résultat, basé sur 1'inégalité de L1ouvILLE, permettant de sup-
primer les petits points quitte a renforcer 1’hypothése d’approximation.

Lemme 4.5.4. Soit V une sous-variété de A, de dimension u et de degré d. Si R et F sont

deux réels positifs, I'ensemble des points x € A(Q) tels que
0 < [[disto(x, V) < e FHa(x)™® et h(x) <R

veS
est vide des que F > (d — e)R + hy(fv) + d(u + 1) log(3d) + 3 log(n + 1) + (d — &) e.
Démonstration. Si 1’ensemble en question n’est pas vide, on choisit un point x de-
dans et on lui applique 'inégalité de L1oUVILLE (proposition 3.2.1 page 96):
1
(n+1)3/2(3d)0+1) Hy (fv) Ha(x)

- < Hsdistv(x, V)AL e THy(x)7¢
ve

puis en prenant les opposés des logarithmes
3
F<(d—e)ha(x) +hm(fv)+d(u+1)log(3d) + 5 log(n+1)

3
< (d—¢&)R+hi(fv) +d(u+1)log(3d) + > log(n+1)+ (d —¢)e -
Par contraposée, I'ensemble considéré est vide si cette inégalité est fausse. O

On en déduit immédiatement le corollaire pratique suivant.

Corollaire 4.5.5. Soit V une sous-variété de A, de dimension u et de degré d. Si R est un
réel supérieur ou égal a

% (h1(fv) +d(u+1)log(3d) + %log(n +1)+ dég) ,

il n’existe aucun point x € A(Q) tel que

0<]] dist, (x, V)2 < e ™Hy(x) ¢ et h(x) <R.

veS
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4 Résultats de décompte

Démonstration. Application immédiate du lemme précédent avec F = dR. O

On en déduit a titre d’exemple une variante du corollaire 4.3.7 page 125; le
lecteur en déduira sans peine des variantes similaires des autres résultats de dé-
compte.

Corollaire 4.5.6. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne

Bde A, de degré d et de dimension u. Soient de plus un réel e > 0 et une famille x1, ..., x,
de points de A(k) satisfaisant a C(e/2d) et aux conditions suivantes, pour tout i :

2

0 < [ disto(x;, V)™ < Ha(x;) "¢ exp(—dch o (A5) 4™

veES

)

!/ / :
avec Nj et c5 g comme au corollaire 4.3.7 page 125. Alors on a

p < 2. 5CardsS \/z(4g)4g2+1(logA'5) (7391\] -78d sfl)r .

Démonstration. La condition d’approximation considérée permet d’appliquer le co-
rollaire 4.5.5 page précédente avec R = c’5,®(Ag)(4g )4g2, quantité qui satisfait ample-
ment I’hypothese du corollaire. Ainsi, on voit que tous les points satisfaisant cette
condition d’approximation satisfont aussi /1(x;) > R et on peut appliquer le corol-
laire 4.3.7 page 125 pour conclure. O

Scolie 4.5.7. Dans le corollaire précédent, on peut en fait prendre

A} = 3472 (5(deg A) (3g2d))

et remplacer 739N - 78 par 120760 deg A dans la majoration donnée pour p. De plus, on
peut prendre

ch o = dmax(dShy(A), co, o) + (g +1) degA(dghl(V) +2(2(d+ 1))”“) .

Démonstration. On utilise le dernier point du lemme 1.5.2 page 14 pour estimer N

par deg A/g!. Pour Af, on effectue alors quelques regroupements en remarquant

que 87/15 < 34 et pour la majoration de p, on voit que 739 - 78 / ¢! < 120760 pour

tout ¢ en constatant que le maximum de 78 /¢! est atteint pour g = 7 (et g = 6).
Enfin, en remarquant que u +2 < g+1<n,ona

d8((u+2)(d+n+1)log(d+1) +1log(g)) < n(d+n+2) <d"n(n+3)

qui entraine facilement le résultat annoncé en remarquant que n(n +4) < 2"2. [
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